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Résumé 



Nous étudions dans cette thèse la fonctionnelle de Ginzburg-Landau dans M 3 
sur des couples de fonctions (0, A ) qui vérifient des conditions de périodicité 
de jauge en X3 et selon un réseau discret de (xi,^)- Nous montrons que le 
problème variationnel est équivalent au problème de la minimisation d'une 
autre fonctionnelle sur un tore. Dans le cadre de la démonstration, un fibré 
vectoriel non trivial apparaît. On se limite alors pour la suite à une quan- 
tification de 1. On montre ensuite que la fonctionnelle admet un minimum 
sur l'espace fonctionnel H 1 qui vérifie un système d'équations aux dérivées 
partielles appelé système de Ginzburg-Landau. Le minimum est C°° par l'el- 
lipticité du système d'équations de Ginzburg-Landau. On montre qu'il y a 
une bifurcation du couple (0, 0) pour le champ critique H ext = k où k est 
un paramètre caractéristique du système. On étudie alors la stabilité de la 
solution bifurquée. On étudie la dépendance de l'énergie minimale à l'égard 
de la géométrie du tore. Enfin nous décrivons toutes les solutions du système 
d'équations de Ginzburg-Landau dans la limite k tend vers l'infini. Dans le 
dernier chapitre, nous donnons pour notre modèle la structure du diagramme 
des phases en précisant quelles régions sont normales, supraconductrices pure, 
mixte. 
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Chapitre 1 
Introduction 



L'étude des supraconducteurs peut se faire de façon thermodynamique (voir 

par exemple [Ki], p. 368) en minimisant une énergie libre. 

Landau et Ginzburg, dans un article célèbre, ont introduit une fonctionnelle 

E((f), A) comme expression possible pour l'énergie libre des supraconducteurs 

où 4> est une fonction d'onde et A est un potentiel magnétique. 

Dans cette thèse, on envisage une modélisation particulière du problème dont 

l'idée appartient à Abrikosov (voir l'article [Ab]) qui cherchait à montrer 

l'apparition d'un état mixte entre la solution supraconductrice pure où = 1 

et le champ magnétique est nul à l'intérieur du supraconducteur et la solution 

normale où = et le champ magnétique interne est égal au champ extérieur 

qui est constant. 

Le paramètre k est le paramètre de Ginzburg Landau. Il est sans dimension 
et strictement positif. On définit pour tout ouvert X relativement compact 
de M 3 une fonctionnelle par 

(<j>,~Â) i-> E x (<t>,~Â) = ±f x \\î<&~Â-lî ext \\ 2 dx 

+ï/*(l-M 2 ) 2 <k 
+\j x \\ik~ l ^<p + ^<p\\ 2 dx. 

(i-o-i) 

L'ouvert X correspond au domaine occupé par le matériau et sera choisi plus 
loin. 

Le champ magnétique JÎ e xt est le champ extérieur que l'on applique sur le 
supraconducteur. On le suppose constant et dirigé suivant la direction x 3 . 
On écrira les changements de jauge de la même façon que dans le livre [Na] 
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c'est à dire sous la forme 



~Â 



(f)Qikf 

~3 + ^f 



avec/e#L(K 3 ,K) • 



(1.0.2) 



La fonctionnelle E x est invariante par ces changements de jauge, c'est à dire 
que l'on a : 



E x (<Pe lkf , 1 + Vf) = E x {<j>, 1) avec / G H? oc (R 3 , R). (1.0.3) 



On considère dans cette thèse des états (0, A) dont les translations selon la 
direction x% qui est celle du champ magnétique sont équivalentes de jauge 
à l'état original. On suppose aussi que les translatés selon un réseau discret 
sont équivalents à l'état original. 

On associe à l'état (0, A) le champ magnétique B, la densité d'électrons 
supraconducteurs n et le courant d'électrons ~î sont donnés par : 



et qui sont les quantités physiques intéressantes. Elles sont en effet invariantes 
de jauge donc en particulier périodiques selon un réseau C fixé et constantes 
selon la direction x%. 

Dans la section 2.2, on montre que le minimum de la fonctionnelle peut être 
pris sur les états (0, A) constants selon x% et périodiques de jauge selon le 
réseau C. 

Dans la section 2.3, on démontre que le problème peut se réduire à l'étude 
d'un problème défini sur l'espace quotient R 2 /£. Mais cette réduction est plus 
complexe et le résultat est que la fonction appartient à un fibré vectoriel non 
trivial sur le tore. Le problème est alors scindé en une infinité dénombrable de 
problèmes de minimisation sur un espace vectoriel Bd. Notre démonstration 
rigoureuse semble être originale, voir cependant [BGT] et [DGP] pour des 
démonstration partielles. 
Ci-dessous on indique ce qui sera démontré. 

Théorème 1.0.1 . Il existe une suite de fibres en droites complexes Ed 
indexée par d G Z définis sur le tore R 2 /£, avec une fonctionnelle asso- 
ciée E int4 sur l'espace H l (E d ) Q) H^ ivfi (M- 2 /C,R 2 ) tel que, pour chaque état 

(0, A ) périodique de jauge selon le réseau C et périodique de jauge selon 




(1.0.4) 



■5 



la direction Xs, il existe un entier d G Z et un état de la forme ((/)', A ) 
avec (j)' G ^(Ea) et ~Â G iT^R^R 2 ) de divergence nulle sur R 2 /£ tel Q ue 
E int > d {<IJ,1')<E x {<l>,1). 

De plus si d ^ alors on peut imposer que A est d'intégrale nulle sur R 2 /£. 
En particulier V étude des minima de la fonctionnelle se ramène de ce fait à 
l'étude des minima de la famille de fonctionnelles réduites (E mt ' d ) deZ . 

L'entier d définit une quantification de notre problème. Dans la section 2.4 
on fait l'hypothèse d'une quantification égale à 1. On fait alors apparaître 
une nouvelle fonctionnelle ÉY „ . 

Un premier problème variationnel appelé "problème réduit" est obtenu en 
éliminant une des variables (le flux magnétique) ; il consiste en la minimisa- 
tion de la fonctionnelle 



F A)fc (0, 7?) = J n \\rf<t> + (1 + 7?)0| 2 + K A - HT + tI rot ^ 
sur l'espace fonctionnel 



■12 

(1.0.5) 



(frit) e H^EJ x H\R 2 /C,R 2 ) 
A = { avec <j)(z + Vi) = e ™ àet{v ^ <p(z) , ) , (1.0.6) 

~ct ^-périodique, div ~ct — et J n Ht = 0. 

où les Vi engendrent un réseau de R 2 et Q est un domaine fondamental pour 

ce réseau. Le minimum est appelé rnp(À, k). 

On est ensuite amené à étudier le minimum sur R+ de 

Gl Hext : H mt » (^) 2 m F (^, k) + \{H mt - H ext )\ (1.0.7) 

où H int est la variable éliminée précédemment. Le minimum est appelé ^kH ext - 
La fonctionnelle E\ H s'écrit : 



EÏ H :lxi 



Hint, <fr, 7?) I— > X ' k{ ^2 " + \{.Hi nt — H ext ) 2 



avec A = 

Dans cette opération apparaît un champ intérieur H int qui est en fait la 
moyenne du champ magnétique à l'intérieur du supraconducteur (ou flux). 
On appelle "couple" tout élément de la forme (0,7?). On appelle "état" tout 
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triplet (H int ,<f),~ct). On n'exige pas que ces états et couples soient solutions 
des équations de Ginzburg-Landau. Les triplets (H int , 0, Ht) correspondent 
à des couples (0, A) qui sont donc également appelés des états. 
On dit que l'état du supraconducteur est pur si le minimum S][ H est égal 

H 2 

à — cette énergie est atteinte par un état de quantification ; on dit que 
l'état du supraconducteur est normal si le minimum est atteint par l'état 
(H ext ,0,0). On dit qu'il est dans un état mixte dans les autres cas. 
Dans la section 2.5 on étudie les symétries de l'espace des réseaux d'une 
façon géométrique et on montre ainsi l'annulation de certaines dérivées. 
Cette étude est réminiscente de celle des courbes elliptiques faite dans [Sie], 
volume III, chapitre 6, section 5, bien que notre groupe de symétries soit 
plus grand que le groupe modulaire. 

Le matériel du Chapitre 3 est le plus souvent classique. Il s'agit de 
l'étude variationnelle du minimum de la fonctionnelle F\ k. 
La section 3.1 étudie deux opérateurs différentiels linéaires classiques : le 
laplacien magnétique en champ constant et le laplacien simple, tous deux 
opérant sur des espaces de sections de fibrés vectoriels C°° de base R 2 /£. 
Cette étude n'est pas originale, voir par exemple [BGT]. 

Définition 1.0.2 . On dit qu'une fonctionnelle E est coercive pour N où N 
est une norme sur l'espace de définition de la fonctionnelle si, pour tout réel 
C , il existe un réel C > 0, tel que E(f) < C implique N(f) < C 

On montre dans la section 3.2 que la fonctionnelle réduite est coercive 
sur l'espace fonctionnel H 1 (Ei) @ H 1 / C, M 2 ), ce qui n'était pas le cas pour 
le problème initial. On peut alors prouver que la fonctionnelle réduite atteint 
son minimum. 

On montre dans la section 3.3 que les couples réalisant le minimum en 
quantification 1 vérifient le système d'équations aux dérivées partielles de 
Ginzburg-Landau et que ces couples sont C°° en vertu de l'ellipticité de ce 
même système. On obtient en particulier le théorème suivant (voir par ex- 
emple [DGP]). 

Théorème 1.0.3 . Le problème variationnel réduit sur 
® if 1 (K 2 /£, IR 2 ) est coercif, et le minimum de la fonctionnelle 
réduite F\ y k est atteint en au moins un point. Les solutions minimisantes 
sontC 00 . ' 
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Dans la section 3.4, on montre que la fonction d'onde est bornée par 1 par 
un principe du maximum. On montre ensuite que la fonctionnelle complète 



EX 




(1.0.9) 



(H int , 0, ~ô > ) 



atteint son minimum sur un état (H int , 0, ~ct). 

On montre ensuite que le champ magnétique à l'intérieur d'un supraconduc- 
teur est inférieur au champ extérieur. 

Dans la section 3.5 on montre une formule de Bochner-Kodaira-Nakano et 
on l'utilise pour élucider le cas particulier k > et À < 2ir. C'est la clé 
pour l'étude précise du diagramme de phase de la fonctionnelle entreprise 
dans le chapitre 5. 

Le chapitre 4 est consacré à la bifurcation d'Abrikosov. 

On constate expérimentalement le fait suivant : Si on place un supracon- 
ducteur dans un champ magnétique alors ce champ disparaît à l'intérieur 
du supraconducteur (cas des supraconducteurs de type I avec k < -^=) ou 

s'affaiblit (cas des supraconducteurs de type II avec k > Cette propriété 

est appelé écrantement du champ magnétique. Dans notre modélisation, on 

considère le champ magnétique interne H int comme un paramètre. 

La bifurcation d'Abrikosov consiste à effectuer des calculs au voisinage 

de l'état normal pour montrer l'existence de solutions des équations de 

Ginzburg-Landau. 

Dans la section 4.1, on fait varier le paramètre H int et on montre qu'il y a 
une bifurcation des solutions (du problème réduit pour le champ H int = k) 
du couple (0, 0) vers un couple non trivial. Cette section est inspirée des 
travaux [Odl], [Od2] et [BGT], mais notre analyse est plus précise. 



Cette bifurcation existe si k ^ \J~T- Dans la section 4.2, on effectue des 
calculs explicites sur l'énergie du couple bifurqué. On constate que l'état 
bifurqué est d'énergie plus faible que l'état normal si et seulement si la 

condition k > y^j- est vérifiée. 




Enfin dans la section 4.3, on discute la stabilité du couple bifurqué. On 
montre que l'état bifurqué est stable si k > J^j- et instable si k < \ 




Dans la section 4.4, on décrit pour des k assez grands le comportement de 
la fonctionnelle près de la bifurcation : 

Théorème 1.0.4 . Il existe 7 > et ko > tel que si k > k et H int > k — 7 
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alors les points critiques de la fonctionnelle réduite sont les solutions déjà 
calculées dans la section J,..l, c'est à dire les solutions bifurquées et la 
solution triviale. On montre également que la solution triviale est un point 
col pour la fonctionnelle et que la solution bifurquée est un minimum global. 

Le chapitre 5 étudie le diagramme des phases (k, H ext ) du supraconducteur. 
Dans la section 5.1, on montre des théorèmes de monotonie. Si, en (k,H ext ) 7 
le supraconducteur est pur, alors il est aussi pur en (k', H' ext ) si k' < k 
et H' ext < H ext (cf 5.1.1). On a des théorèmes similaires pour l'état nor- 
mal (cf 5.1.3 et 5.1.4). On obtient du même coup le diagramme si k < 
(cf 5.1.7). 

La section 5.2 est consacrée à une étude approfondie du cas k = La 
sous-section 5.2.1 redémontre des résultats de Dietmar Salamon non publiés. 
Puis on détermine les couples minimisants -^A,-j= (cf 5.2.7) ; on démontre la 
relation remarquable / — 4K = 1 (cf 5.2.12) et on montre que la condition 
k > \J~^f- est vérifiée dans la zone k > (cf 5.2.13). 

La description complète de l'état normal est effectuée dans la section 5.3. Elle 
commence par un lemme très important de localisation (cf 5.3.1) et se pour- 
suit sur le théorème de bifurcation d'Abrikosov (cf 5.3.4), où l'on donne une 
description précise du minimum et des états minimisants autour de H ext = k. 
On peut alors calculer explicitement le champ critique H c2 (k) de notre mod- 
èle. 

La section 5.4 décrit l'état pur. Le théorème 5.4.1 montre l'existence du 
champ critique H c i(k). On trouve ensuite une expression en inf pour H c i(k) 
(cf 5.4.3), une estimée asymptotique (cf 5.4.4) et la continuité de H cl 
(cf 5.4.6). On a alors une description presque complète des régions du plan 
(k, Hext) où l'état du supraconducteur est pur. 

On a alors démontré que le diagramme de phase a pour allure (cf le théorème 
5.1.7 pour k < le théorème 5.3.5 pour l'état normal, le théorème 5.4.6 
pour la décroissance de la région où l'état est pur et le théorème 5.3.4 pour 
la bifurcation d'Abrikosov) : 
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où 



- P désigne la région où le minimum de la fonctionnelle est atteint par 
l'état pur, 

- N désigne la région où le minimum de la fonctionnelle est atteint par 
l'état normal, 

- M désigne la région où le minimum de la fonctionnelle est atteint par 
l'état mixte. 
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Chapitre 2 

Étude générale de la fonctionnelle 



2.1 Définition de la fonctionnelle et invariance 
de jauge 

On note £(4>, A) l'intégrande de la fonctionnelle E(4>, A) définie en (1.0.1). 
C'est la fonction définie sur M 3 par : 

£(0,3?) : M 3 i-> R 

x » ±\\iïtl(x)-lî ext \\ 2 + J(l - |0(z)| 2 ) 2 (2.1.1) 
+i||ifc- 1 ^0(a;) + l(:r)0(:r)|| 2 . 

On a alors pour tout ouvert X de M 3 la relation 

E X {$,~X) = [ £(<f>,l)dx (2.1.2) 

qui montre bien que £ est une densité d'énergie locale. 

On verra plus loin que, si G #/ oc (M 3 ,C) et ~Â G /// oc (K 3 ,R 3 ), alors 

£(0,3?)gLL- 

Hypothèse 2.1.1 . On supposera toujours que le champ extérieur H ext est 
constant. 

On prend les coordonnées Xi,x 2 ,x 3 orthonormées de façon que 
H \ xt = (0, 0, H ext ). 

On note C le réseau de M 2 défini par les deux vecteurs suivants 

(«i = (2.1.3) 
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Nous plongerons ce réseau dans M 3 en posant que la composante selon x 3 est 
nulle. 

Remarque 2.1.2 . Dans cette thèse nous aurons besoin de produits hermi- 
tiens. Par convention nous noterons 



(2.1.4) 



Il y a donc antilinéarité par rapport à la première variable. 

Définition 2.1.3 . Un ensemble £cl 2 est un domaine fondamental pour 
le réseau C si les deux conditions suivantes sont vérifiées 



R 2 = U leC (E + l), 

sil^V alors {E + 1} n {E + /'} 



(2.1.5) 



On appelle Q le domaine fondamental de M 2 associé à L défini par 

Çl= {w = tiV! + t 2 v 2 tel que h G [0, 1[ et t 2 G [0, 1[} (2.1.6) 
que l'on dessine ci-dessous dans le plan (x, y) 




L'aire du domaine est 



(2.1.7) 



L'invariance selon x 3 du système signifie que le système translaté est équiv- 
alent de jauge avec le système initial; on dira que (0, A) est « invariant de 
jauge selon x 3 » si 



VZGR, 3/, G Hf oc (R 3 ,R) 
<j>(.,x 3 + l) = e ikfl( --' x ^(f)(.,x 3 ) 
~Â(.,x 3 + l) = ^(.,x 3 ) + ^ f t (. : x 3 ) 



(2.1.8) 
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et on dira que (0, A) est « périodique de jauge selon le réseau C » si 

V* G C, 3g l G H? oc (R 3 , R) tel que Va; G R 3 
<f)(x + t) = é k9t ^(f)(x) (2.1.9) 
~Â(x + t) = ~Â(x) + ^ g\x). 

Les fonctions // et g 1 des équations (2.1.8) et (2.1.9) sont définies à une 

constante près par le couple (0, A). 

On note V l'espace des couples vérifiant ces conditions : 

f (<f ) ,K)eHl oc (R\C)xHl oc (R\^) \ / 21im 
\ tel que (2.1.8) et (2.1.9) sont vérifiés. J K ■ ■ ) 

La fonction a; h- > S(4>, A)(x) ne dépend que de Xi,x 2 et est périodique suivant 
le réseau C à cause de son invariance de jauge. Donc l'intégrale (1.0.1) diverge 
si X = R 3 . Le choix de X suivant répond à notre problème 

X = Qx]a,b[ avec ]a, b[ borné. (2.1.11) 

Le domaine d'intégration X est relativement compact et la densité d'én- 
ergie £ ((f), A) est localement intégrable donc l'intégrale (1.0.1) est finie, si 
(0, A ) G T>. Il est naturel de diviser par b — a pour obtenir une fonctionnelle 
qui ne dépendent ni de a ni de b. On cherche des énergies volumiques, on 
divise donc par On appelle cette énergie E 3 

E n(<f>^) = 77 \ioi f f £(<f>,^)(xi,X2,l)dSdl. (2.1.12) 
(0 — a)\\i\ j a j n 

Cette intégrale ne dépend pas des valeurs précises de a, b et du domaine 
fondamental sur lequel on intègre parce que le système est périodique de 
jauge, et que £(0, A) est invariant de jauge. 
Le problème qui nous occupera dans cette thèse est le suivant : 

Problème 2.1.4 . Trouver 

min E 3 ((f),lî) (2.1.13) 
(4>,A)ev 

et décrire les états (H int ,(f), A) qui réalisent ce minimum. 

La proposition qui suit précise le lien entre énergie volumique et notre fonc- 
tionnelle. Elle ne nous servira pas par la suite. 
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Proposition 2.1.5 . Soit (0, A) G V. On a l'égalité suivante 

El{4>, 1) = lim 1 / €((/>, l)(x)dx (2.1.14) 

où B(0,R) = {x = (xi,x 2 ,x 3 ) G R 3 , \xi\ < R}. 
Preuve. On pose 

J = Œx[0,l[ (2.1.15) 

On définit un réseau 

TZ = CxZ. (2.1.16) 

L'ensemble X est un domaine fondamental pour le réseau 1Z de R 3 . 

Vu les propriétés d'invariance de jauge (2.1.8) et (2.1.9) et la propriété (1.0.3), 



on a 



Vten, / £((f),Â*)(x)dx = j E{<j>,~Â){x)dx. (2.1.17) 
Ji+t Ji 



n+t 

On pose 



g(R) = {t G K, tel que î + iC B(0, R)}, 

G(R) = {teTl, tel que X + tnB{0,R) + 0} ^.i.ie) 



et 

m(i?) = U tefl(fl ){J + *} 



(2.1.19) 



M(R) =U teG(R) {l + t}. 

Les définitions (2.1.18) et (2.1.19) correspondent à l'idée que l'on encadre 
l'ensemble B(0, R) par deux ensembles sur lesquels on pourra calculer l'inté- 
grale. 

Puisque m(R) C B(0, R) C M(R), on a l'inégalité 

/ E{<t>,~Â){x)dx < / E((f),^)(x)dx < / E((f),^)(x)dx. 

Jm(R) JB(0,R) Jm(R) 

(2.1.20) 

On pose 

n(R) = card g(R), , , 

N(R) = cardG(iî). ^.i.^ij 

Par la relation (2.1.20), on a l'inégalité 

n(R)\n\E*(<l>,~Â) < [ E{(j>,1){x)dx < N{R)\Q\El{<l>,1). (2.1.22) 

JB(0,R) 
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On montre par des arguments géométriques que 

n(R) ~ N(R) ~ ^i^^ 1 , (2-1.23) 

ce qui signifie que le quotient des différentes quantités tend vers 1 quand R 
tend vers oo. 

On obtient alors grâce à (2.1.23) et (2.1.22) 

R lim |J mi / £(4>^)(x)dx = É^(<f,^). (2.1.24) 
i?^oo \B{[),K)\ J B (o,R) 

On a bien l'approximation annoncée. CQFD 

2.2 Cadre fonctionnel pour E et réduction du 
problème à la dimension 2 

On se propose dans cette section de ramener le problème de la minimisation 
de la fonctionnelle E^ à un problème bidimensionnel. 

Rappelons tout d'abord quelques propriétés classiques des espaces de Sobolev 
que nous utiliserons. 

Définition 2.2.1 . Soit 1 < p < +00. m G Z; on dit qu'une distribution f 
sur R n appartient à W^(R n ) si 

Oai+a2+...+a n f 

— — — — G L p (R n ), Va G N n tel que \a\ < m . (2.2.1) 

Si O est un ouvert, on définit de la même manière les espaces W^(0) (re- 
spectivement W^^iW 1 )) en exigeant que les dérivées jusqu'à l'ordre m ap- 
partiennent à L p (0) (respectivement L p oc (R n ) ). 

Dans la définition, les dérivées sont prises au sens des distributions. 

Définition 2.2.2 .(Espaces de Sobolev) On note H% c (R n ,R) = W^ loc (R n ). 

Théorème 2.2.3 . (Inclusions de Sobolev) Pour p tel que 1 < p < +00, on 
a, avec q = les inclusions suivantes 

(a) Sin>p alors Wl loc (R n )cLl c (R n ). 

(b) Sin = p alors Vr tel que n < r < +00 on a W p loc (R n ) C E r loc (R n ). 

(c) Sin<p alors W p loc (R n ) C C°(R n ). 

De plus si 1 < r < q et si O est un ouvert relativement compact de R n , alors 
Wf(0) C L r {0) et l'injection est compacte. 
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Preuve. Voir le traité d'Adams [Ad] sur les espaces de Sobolev. 

Théorème 2.2.4 . Si f e Lf oc (R n ) alors il existe g G Hf oc (R n ) tel que 
A<? = /. 

Preuve. La fonction / peut être vue comme une distribution sur M n . Le corol- 
laire 10.7.10 du tome II de [Ho] indique que l'on peut résoudre cette équation 
dans V si IR n est A-convexe pour les supports et les supports singuliers, ce 
qui est vrai par les théorèmes 10.7.2 et 10.6.2 du traité [Ho]. On a alors 
une distribution g telle que A g = f. L'ellipticité de A implique alors que 
geH? oc (W>). ' ' ' ' CQFD 

Théorème 2.2.5 . La fonctionnelle (2.1.12) est bien définie si (0, A ) G V. 

Preuve. Le théorème 2.2.3 donne l'estimée 

(0, ~Â) G Ll c (R 3 , C x R 3 ) si p < 6. (2.2.2) 

Nous allons montrer que les différents termes de l'intégrande (2.1.1) sont 
localement intégrables. On développe l'intégrande ci-dessous 

2£(0, ~Â)=k~ 2 0<i)\ 2 + 2k- 1 Re[~Â0.tâ(f)} + ^ 2 |0| 2 
+|(l-|0| 2 ) 2 +||fo«-^|| 2 . 

On veut montrer que £ appartient à L} oc ; pour cela il faut montrer que 
les intégrales J Q \S\dx sont finies quand on parcourt l'ensemble des ouverts 
relativement compacts de M 3 . On évalue chaque terme en utilisant l'inégalité 
de Hôlder et le théorème 2.2.5. 

Soit donc O un ouvert relativement compact de M 3 ; il existe une constante 
C tel que V(0, ~Â) G T> 

lo A l^dx < ||0|| 

i 4 (o) Il A lli 4 (o) 

/ o |^0.^0|dx < ||^|U 2 (o)II^I|l4(o)II0Hl4(o) 

j^l^^dx = 0m Ho) (2.2.3) 

j (l- \^fdx = vol(0) + u\\i HO) - 2\\m 2{0) 

f Q ||fcM - ~È ext \\ 2 dx < C(||^||^ 1(0) + H-ffextl^^))- 

La constante C qui apparaît à la dernière ligne de l'équation précédente est 
celle qui permet de contrôler la norme L 2 {0) de rot A par la norme H l {0) 
de ~Â. 

Tous les termes de £ sont dans L\ oc donc E\ est bien défini puisque l'inté- 
grale (2.1.12) porte sur un ouvert relativement compact de M 3 . CQFD 
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Définition 2.2.6 . L'ensemble des couples (0, A) de V indépendant de x 3 
et vérifiant A 3 = est appelé T> spec . 



Théorème 2.2.7 . Soit (0, A) G T> alors il existe (0', A ) G V spec vérifiant 

Preuve. 
l ere étape : 

Soit (0, A) G V ; la translation selon x 3 fait opérer un changement de jauge 
sur le système 

V/ G M, il existe /, G #L(^ tel que, 

^(,x 3 + = ^(-,a;s) + ^/i(.,a;s). 1 J 

Cela signifie que le champ magnétique ~È = rôM est indépendant de £3. Par 
ailleurs le champ ~É appartient à (L 2 oc (IR 3 )) 3 ; donc ~È(xi, x 2 , x 3 ) = B (xi,x 2 ) 
et B G (LL(K 2 )) 3 - ^ 

On cherche maintenant un potentiel vecteur A' qui ne dépende pas de x 3 et 
tel que ~Ê = rôt A' . Pour cela on résout l'équation B 3 = A /, dans iï z 2 c (R 2 , R) 
ce qui est possible (cf 2.2 A). On a résolu en partie notre problème puisqu'on 
a la relation 



(2.2.5) 





Puis on cherche une fonction A' 3 définie sur R 2 telle que 



B 1 
B 2 



L'équation (2.2.6) est soluble dans Hf oc (R 2 , R) parce que g + g = 0. 
Le potentiel suivant 




(2.2.6) 



-§f 2 (xi,x 2 ) 

A'(x 1 ,x 2 ,x 3 )=\ $- 1 (x 1 ,x 2 ) \ (2.2.7) 

A' 3 (X!,X 2 ) 

vérifie l'équation rot ( A — A') = 0. 

La différence ~Â - ~Â' appartient à #/ oc (R 3 , R 3 ). Donc 3# G #f oc (R 3 ,R) tel 
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que A — A' = ^ g. Pour une démonstration de ce résultat, voir [Chab], 
p. 101-103 et le théorème 2.2.4. 

On utilise alors la fonction g pour faire un changement de jauge sur le couple 

(0,^) 



g- 

Grâce à cette transformation, le potentiel vecteur devient indépendant de x 3 . 
Cela signifie par l'invariance de jauge selon x 3 que pour tout l G R, il existe 
un complexe de module 1, g{l) tel que 

<j>(.,xs + î) = <l>(.,x z )g(î). (2.2.9) 

On souhaite montrer qu'il existe c G C vérifiant |c| = 1 tel que V/, g(l) = à . 
Si 4> — presque partout alors il suffit de prendre c = 1 pour résoudre le 
problème. 

Si (f)(xi,x 2 ,x 3 ) 7^ alors V/ G R, (f>(xi,x 2 ,l) ^ grâce à l'équation (2.2.9). 
Si mes{(xi, x 2 ) G R 2 tel que <f>(xi, x 2 , X3) 7^ 0} > alors il existe un compact 
K de mesure positive inclus dans l'ensemble précédent [MaAi], p. 73. La 
fonction 

(/>(£!, X 2 , £3 + l) 



Jkx[q,i] nx 1 ,x 2 ,x 3 ) 

est alors mesurable comme intégrale à paramètre de fonctions mesurables 
(cf [MaAi], p. 39). 

On vérifie alors que g(l + V) = g(l)g(l') par un calcul simple et en utilisant 
l'unicité de la fonction g. 

On utilise alors le lemme suivant (cf [RV]) dont nous donnons ici une démon- 
stration courte utilisant la théorie des distributions. 

Lemme 2.2.8 . Soit f un morphisme du groupe R dans le groupe S 1 . On 
suppose qu'il est mesurable comme fonction de M dans C alors 

3a G M tel que f(t) = e iat . (2.2.11) 

Preuve. La fonction / est bornée et mesurable sur R ; donc elle peut être 
considérée comme une distribution tempérée. On note / sa transformée de 
Fourier. L'équation fonctionnelle pour la fonction / implique alors, après 
changement de variable : 

f(k) = ff(l)e- ikl dl = ff(l + l')e- ikl - ikl 'dl 

= e- M 'f(l')Jf(l)e- ikl dl = e- ikl 'f(l')f(k),yi'eR. { '' ] 
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Cela s'écrit : 

V/' 6 1, [1 - e- M 'f{l')]f{k) = 0. (2.2.13) 

La distribution / est non nulle puisque la transformée de Fourier est injective. 
Cela implique qu'il existe a G M tel que 

VZ'gK, l-e- iai 'f(l')=0. (2.2.14) 

La dernière équation est équivalente à f(l) = é al . CQFD 

Par le lemme 2.2.8, la fonction g est de la forme g(l) = e tal avec 
a G M ; on fait le changement de jauge suivant : 

4, -> 

1 1-[ o 1. ( 2 ' 2 - 16 > 



La fonction devient indépendante de X3 et le potentiel vecteur reste 
indépendant de X3. 

Jusqu'à présent les opérations effectuées sur (0, A) ont été des changements 
de jauge ; elles n'ont donc pas changé E^((f), A). L'étape suivante ne suit pas 
ce schéma. 

2 eme étape : 

On peut désormais supposer que 4> et A sont indépendants de X3. On a alors 

A 1 {x 1 ,x 2 ) \ - / Sfc 

A 2 { Xl ,x 2 ) I etB=^lA=\ -gf |. (2.2.16) 




As(xi,X2) 



oxi_ 
8A 2 _ BAi 

dxi 8x2 



On pose : 



, ^1(^1,^2) \ . _ , / 

A 2 (x 1 ,x 2 ) et B =rôt A =\ 







dA 2 _ dAi 
dxi 8x2 



(2.2.17) 

On calcule alors la différence des densités d'énergie entre les deux états ainsi 
définis : 

(dA 3 \2 , (dA 3 \2 -, 

£(0, 1) - £(0, T lan ) = ^ 2 {9xJ + ^ 3 0| 2 > 0. (2.2.18) 
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Par intégration on obtient l'inég alité E%(</>, A) > El((f), A ) ; enfin le 

— >plan x 

couple (0, A ) G V spec . CQFD 



On définit le nouvel espace fonctionnel C sur 



p2 



c . (^tel que(0,l)GiJL(K 2 ,C)x^ c (R 2 ,M 2 ) 

1 (0, A) est périodique de jauge suivant le réseau C. 1 



Si (0, A) appartient à C, alors on peut construire un élément (0', A ) de 

ï'spec par la formule (0', A )(xi,X2,xs) = (0, A)(xi,X2). Cela définit une 
application bijective de C dans T> spec . 

Maintenant tous les champs magnétiques utilisés seront de la forme Bëi 
tandis que les potentiels vecteurs vérifieront A. = 0. C'est pourquoi on 
note maintenant 

A 1 \ dA 2 8A 1 



Définition 2.2.9 . On introduit le potentiel vecteur ~Ô = I [ M . Ce 

potentiel vérifie div C = et rot C — 1. 
On construit une fonctionnelle sur C 

=^/ n i|KA;-^0 + i:0|| 2 + I(l-|0| 2 ) 2 
On rappelle que f2 est défini à l'équation (2.1.6). 

Si (0', A ) appartient à X> SÎ , e c alors le couple (0, A) de C qui lui correspond 
vérifie El(cf>,l)=E s n ((j ) >,l). 

Le théorème 2.2.5 nous dit que E% est bien défini si le couple (0, A) appar- 
tient à C. Le théorème suivant est évident d'après les calculs précédents et le 
théorème 2.2.7. 

Théorème 2.2.10 . On a l'égalité suivante 

inf E 2 a (<j ) ,K) = inf E? n (<j>,1). (2.2.22) 
(<t>,A)ec (4>,A)ev 

Cela implique que du point de vue énergétique la restriction de la fonction- 
nelle à l'espace C ne fait perdre aucune information sur la valeur du minimum 
de la fonctionnelle. 

Notre problème est donc maintenant un problème en dimension 2. 
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2.3 Réduction à un problème sur le tore 



Dans cette section, on effectue un changement de jauge de telle sorte que les 
fonctions g 1 de l'équation (2.1.9) prennent une forme standard. 
Conformément à l'article [BGT], on pose par la suite 

{x = X\ 
y = x 2 (2.3.1) 
z = xi + ix 2 . 

Si / est une fonction C°° non constante sur le tore K 2 /£ alors la suite de cou- 
ples (0„, A n ) — (0e mfe ^, A + n V /) n'admet aucune sous suite convergente 
et est d'énergie constante. La fonctionnelle E 2 n'est donc pas coercive sur C. 
Cela signifie que le contrôle sur E 2 ne se transforme pas en contrôle sur les 
normes. 

On cherche donc à lever cette dégénérescence en quotientant par le groupe 
d'équivalence de jauge. Plus précisément, dans le théorème suivant, on 
cherche pour chaque classe un représentant naturel. 
Le couple (0, A ) appartient à C et par conséquent 

Vt G C il existe g 1 G H 2 oc {R 2 , R) tel que 
(j,{z + t) = e ikgt W(f)(z) et (2.3.2) 
~Â(z + t) = ~&(z) + V g\z). 

On définit alors la fonction g Sjt par 

g s , t (z)=g t (z + s)+g s (z), (2.3.3) 

et la fonction K s t par 

K a , t (z) = kg s , t (z) - kg tyS {z). (2.3.4) 

Théorème 2.3.1 . Pour tout (0, A) G C et tout (s,t) G C 2 la fonction K s t 
définie par (2.3.2), (2.3.3) et (2.3.4) es t constante. Elle ne dépend pas de 
la fonction g 1 apparaissant dans (2.3.2). De plus si la fonction <f> est non 
identiquement nulle alors K VltV2 G 2nZ avec Vi défini en (2.1.3). 

Preuve. En décomposant le potentiel A(z + t + s) de deux façons différentes, 
on obtient les équations suivantes 

~Â{z + t + s) = ~Â(z + s) + S? g^z + s) 

= -Â( z ) + V(g t (z + s)+g s (z)) (2.3.5) 
= ~Â(z) + ^g t+s (z). 
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On obtient donc l'égalité 

^{9 t+a {z)-<f{z + 8)-çf{z)) = Q, (2.3.6) 
ce qui donne par intégration 

g t+s {z) - g\z + s) - g s {z) = Cste. (2.3.7) 

On appelle la constante d'intégration jrC Sit . La fonction K s t est donc con- 
stante sur C puisque 

K s , t {z) = 2n(C t , s -C s , t ). (2.3.8) 

Le calcul suivant prouve que la fonction K s t ne dépend que du couple (0, A). 
On a : 

K s , t (0) = kg 8tt (0) - kg t>a (0) 

= [kg\s) + kg s (0)]-[kg s (t) + kg t (0)] 

= [kg\s)-kg t (0)] + [kg s (0)-kg s (t)]. (2.3.9) 

En effet les expressions kg t (s) — /cg*(0) ne changent pas, si on ajoute une 
constante à g 1 . 

On prouve maintenant que la fonction K s t est bilinéaire sur le réseau C par 
le calcul suivant : 

K r+Sjt (0) = kg r+Sjt (0) - kg ttr+s (0) 

= [kg\r + s) + kg r+s (0)} - [kg r+s (t) + kg^O)] 
= kg t( r + s) + [kg s {r) + kg r (0) + ^C a , t ] 

lu 

-\kg\t + r) + kg'{t) + —C s , t ] - hg\ti) 

= [kg^r + s) + kg s (r) - kg^r) - kg s (t + r)] 
+[kg t (r) + kg r (0)-kg r (t)-kg t (0)] 

= K S:t (r) + K r , t (0). (2.3.10) 

Le résultat est obtenu puisque la fonction K st est indépendante de z. L'an- 
tisymétrie de K a t est évidente. 

Le calcul (2.3.5) pour A possède un analogue pour <f> qui implique l'équation 
suivante. Il suffit de décomposer (f>(z + s + t) et d'utiliser (2.3.2) : 

<j>(z)(l - e i2wC '-«) = 0. (2.3.11) 
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Si la fonction <f> est non identiquement nulle alors l'égalité (2.3.11) implique 
que C Stt e Z pour tout s,t e C 2 et donc K a>t (0) G 2vrZ. 
L'espace des formes bilinéaires antisymétriques sur C 2 ~ Z 2 est de dimen- 
sion 1. Cela implique l'existence d'un entier relatif d tel que 

K niVl+n2V2tn ' lVl+n ' 2V2 = 2-ïïd{n 2 n' l - nin' 2 ). (2.3.12) 

Le théorème est démontré puisque 2itd = —K VljV2 . CQFD 

Théorème 2.3.2 . Soit (0, A) un élément de l'espace C (cf (2.2.19)). Alors 
le couple (<f), A) est équivalent à un couple (ip,H int C + ~P) après un change- 
ment de jauge et une translation selon les variables x et y. 
Le couple (ip,Hi nt C + P) vérifie les conditions : 

(a) i>{z + t) = é^^y-^Hiz), 

(b) f est C -périodique, 

(c) divV = 0. 

Le potentiel C est d&fini à la définition 2.2.9 et le champ H int s'exprime à 
partir du couple (0, A) comme 

H int \n\ = / rot ~Â. (2.3.13) 
Si H int 7^ alors on peut aussi imposer (d) f n ~P — . 

Remarque 2.3.3 . Le théorème est énoncé dans le cadre C°° dans [BGT]. 
Nous montrons ici une version H 1 . La comparaison des techniques utilisées 
sera faite plus loin (Remarque 2.3.5). 

Il n'y a pas a priori d'unicité pour le couple (ip, H int C + ~P). 

Preuve. 
l ere étape : 

Supposons que le résultat soit vrai, nous allons alors trouver une relation 
entre H inU d et K VUV2 . 

Le couple (0, A) est équivalent de jauge au couple (ip, H int C + P) où ~P est 
/^-périodique. Cela signifie qu'il existe une fonction 77 G if^ c (R 2 ,M) tel que 

-Â(z) = ?f ( ^ ^+^(z) + Vr,(z). (2.3.14) 
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On utilise alors les fonctions g t introduites auparavant 
^ g\z) = ~Â(z + t)-~Â(z) 

HjM ( ~~t V ) + ^ [î]{z + t) ~ v{z)] (2 ' 3 ' 15) 



On a utilisé l'expression (2.3.14). On intègre l'équation (2.3.15) 

gV1 ^ = Mmt(ç iy _ mx ) + ^ z + Vl ) _ ^ + ^ ^ 3 ^ 

^(2) = ^ni(^ - ^ + ^ + U2 ) _ ^ + 

On rappelle (cf (2.1.3)) que Vj = e M 2 (j=l,2). 

Les réels If^ et K V2 sont des constantes d'intégration. 

Ensuite en faisant des combinaisons linéaires de ces expressions, on obtient 
l'équation suivante 

1-ïïd = -K vliV2 

= kg V2)Vl (fi) kg VltV2 {0) 

= [kg v > (v 2 ) + kg^ (0)] - [kg^ ( Vl ) + kg* (0)] 

= [kg Vl (v 2 ) - kg*(0)] - [kg^( Vl ) - kg^(0)] 

= kH mt \n\. (2.3.17) 

Ce dernier calcul nous donne l'expression de H int en fonction de d, lien qui 
n'avait rien d'évident a priori. 
On a donc obtenu : 

2nd 

H int = jp- (2.3.18) 

La fonction ~P étant ^-périodique on a J^rot ~P = 0. En intégrant le champ 
magnétique on obtient 

/ rot ~1 = [ H mt + rot ~P = H int \Q\ . (2.3.19) 
Jn Jn 

Le flux magnétique est donc quantifié, f n rot A G ^Z. Pour la suite des 
calculs, on pose 



AUz) = A(z) 



2 



X 



g?(z) = g*(z) - ^(fcy - mx), (2 ' 3 ' 20) 
g v p 2 (z)=g v >(z)-^(&y-r ]2 x). 
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Ces nouvelles fonctions vérifient une équation identique à l'équation (2.3.15) 
^ gl(z) = ~Â P (z + t) - ~Â P {z) avec t G C. (2.3.21) 

On a soustrait le potentiel H int C à A et donc 

g? (z) + g v / (z + Vl )- g*; (z + v 2 ) - (z) = 
2 eme étape : 

— >p 

On souhaite maintenant rendre le potentiel vecteur A périodique par un 
changement de jauge. Supposons que l'on sache résoudre les équations suiv- 
antes où r] est l'inconnue 

{ 9?(z) = v(z + vi) -T)(z) 

\ g ; 2 (z)=r ] (z + v 2 )-r ] (z) (2.3.23) 
avec g\ G H? oc (R\R) et r, G Hf oc (R",R). 

Si t] est solution de (2.3.23) alors le potentiel A P — ^ r)(z) est périodique et 
il ne restera plus à faire que des opérations sur le domaine Q. 
Les équations (2.3.23) n'ont pas une solution unique, on peut en effet rajouter 
à r/ une fonction ^-périodique pour obtenir une autre solution de (2.3.23). La 
première idée qui vient à l'esprit pour résoudre ces équations est la suivante : 
Posons r] = sur un domaine fondamental de C alors les équations (2.3.23) 
sont uniquement solubles puisque gp 1 (z)+gp 2 (z+vi)—gp 1 (z+V2)—gp 2 (z) = 0. 
Le problème est que cette fonction r\ n'appartient pas a priori à Hf oc (M. 2 , R), 
ce qui est pourtant indispensable à cause des problèmes qui apparaissent au 
bord de fi. 

Il faut donc trouver un procédé permettant de résoudre dans H? oc (R 2 , R). 
Examinons d'abord comment on peut résoudre en dimension 1 le problème. 

Proposition 2.3.4 . Soit me N, 1 < p < oo et f e W^ loc (R) alors 
3g e W^ loc (R) tel que f(x) = g(x + 1) - g(x) 

Preuve. On construit deux fonctions C°° vérifiant 1 = h\ + /12, h\ et h 2 
1-périodiques. On suppose de plus que la fonction h\ a un support com- 
pact inclus dans ]0, 1[ et ses translatés et que la fonction h 2 a un support 
compact inclus dans ]l/2,3/2[ et ses translatés. Le dessin ci-dessous montre 
plus clairement le comportement de ces fonctions 



(2.3.22) 
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A y 

h1 



h2 



1 2 

On considère les fonctions fi = fhi, f 2 = fh 2 et on résout le système d'équa- 
tions 



fi(x) = gi(x + 1) - gx{x), gi = sur [0, 1], 
f 2 ( x ) = g 2 ( x + 1) - g 2 ( x ), g 2 = sur [1/2, 3/2]. 



(2.3.24) 



Il est possible de résoudre le système (2.3.24) en obtenant la même régularité 
pour gi que 

La solution du problème est alors g\ + g 2 . CQFD 



Revenons à notre cas en dimension 2. 

On construit une partition C°° de l'unité faj = 1,2) comme suit : on 
écrit z sous la forme tiV\ + t 2 v 2 avec U G M et on définit 



4>ij(z) = hi(ti)hj(t 2 ), 



(2.3.25) 



avec hi et h 2 définis dans les dessins précédents. 

Montrons que le problème (2.3.23) est soluble pour les fonctions suivantes 



g^{z)=Mz)g^{z), 



(2.3.26) 



Les fonctions ^ étant périodiques selon le réseau C, les fonctions vérifient 
l'équation algébrique suivante 



91} {z) + gjf (z + Vl )- g% (z + v 2 ) - g% (z) = 



Xi 



(2.3.27) 



On peut résoudre les équations (2.3.27) dans la régularité Hf oc puisque les 
fonctions gij sont nulles au voisinage du bord de Q et sont de régularité Hf oc . 
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On appelle 77^ une solution de classe H 2 des équations (2.3.27). Alors la fonc- 
tion 77 = 7711 + 7712 + 7721 + 7722 est solution du problème (2.3.23). On a prouvé 
le résultat souhaité. 
3 eme étape : 

On a donc réussi à rendre le potentiel vecteur périodique selon C. Montrons 
que l'on peut rendre sa divergence nulle par un changement de jauge. 
Le potentiel A P — ^77 est périodique par rapport à C, par conséquent 
sa divergence est périodique par rapport à £ et son coefficient de Fourier 
d'indice (0,0) est nul. La fonction div[A P — ^77] est donc orthogonale au 
noyau du laplacien sur le tore. On peut donc par série de Fourier trouver un 
unique p dans H 2 (^ 2 /£, M) d'intégrale nulle tel que Ap = àiv[A P — V77]. 
Nous reviendrons sur l'étude du laplacien dans la section 3.1.2 . 
Après le changement de jauge 

S Ht 4 r*,' \ (2-3.28) 
1 A -> A - V (p + 77) v ' 

on obtient un nouveau potentiel vecteur de divergence nulle et A est de la 
forme H int C + P avec ~Ô — \ ^ ^ ^ et ~P périodique. 

Remarque 2.3.5 . Dans cette réduction du potentiel vecteur, on a fait deux 
opérations : une réduction topologique en montrant que l'on peut se ramener 
à un potentiel périodique plus un champ magnétique constant quantifié et une 
réduction analytique qui consiste à prendre la jauge de Coulomb (div A = 0). 
La méthode de l'article [BGT] consistait à faire d'abord une réduction ana- 
lytique, puis une réduction topologique. Leur méthode (ou plutôt l'appendice 
de [BGT]) met en évidence des problèmes à coins qui n'apparaissent pas ici. 

4 eme étape : 

L'invariance de jauge par translation s'écrit 

(j)(z + Vi) = e ik9n ^<p(z) 
{H int â + J t )(z + v i ) = (H int d + 1*)^) +^g v *(z) pour i = 1,2. 

(2.3.29) 

On obtient donc en simplifiant la deuxième équation de (2.3.29) 



int 



^ * ^ = ^ g vi^ avec i e {! 2}. (2.3.30) 
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En intégrant l'équation (2.3.30), on obtient 



g Vi (z) = Pi + ^{iiV - r]ix) avec i G {1, 2}. (2.3.31) 

Maintenant on souhaite éliminer les termes $ tout en gardant la moyenne du 
potentiel vecteur P égale à sur Q. Pour cela on applique une double trans- 
formation : d'abord une translation du couple (0, ~P) puis un changement de 
jauge linéaire (Si on fait d'abord le changement linéaire puis la translation 
on obtient un système non linéaire). 

Soit u = u x + iu y le nombre complexe selon lequel on translate le couple 
(0, ~P) et soit h(x, y) = h x x + h y y la fonction de changement de jauge. 
L'application de ces deux transformations donne alors le nouveau couple 

(0', 



p(z) = ~p(z+u)+( y tuy+ u x ) 

<f/(z) = <f>(z + u )é lk ^ x+h y y \ 



(2.3.32) 



La fonction 0' se transforme sur le réseau £ par : 



(f/( z + Vi ) = e ik{h x (x+t; t )+h y (y+ Vl )] ( j ) ( z + Vi + u ^ 

_ e ik[h x (x+^)+hy(y+T!i)+^ + ^^(^i(y+u y )-rii(x+u x ))] ( p^ z _|_ ^ 
_ e ik[h x Çi+h v m+Pi+^(&(v+Vv)-m(x+Ux))]fi/ z } 

(2.3.33) 

La moyenne de la partie périodique du potentiel vecteur sur fl est égale à 

m/„M (2 ' 3 ' 34) 

La fonction 0' doit se comporter comme énoncé dans le théorème 2.3.2, cela 
implique modulo -j- 

hxÇi + hy^ = -0 1 - ZtoL(Ç lUy - r} x u x ) < 2 3 3g . 

h x & + h y î] 2 = -fo - ^i&Uy - r] 2 u x ). \ ■ ■ °) 

Si on pose (u x , u y ) = (0, 0), le système (2.3.35) devient une équation d'incon- 
nues (h x , h y ). 
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Ce système possède une solution unique puisque i>i et v 2 forment une base 
de M. 2 . La solution (fi' pour ces choix vérifie la relation voulue : 



(f)'( z + Vi ) = eik^&y-vix)^^ . (2.3.36) 

Les autres relations exigées sont conservées ; on a prouvé le résultat souhaité. 
Si H int 7^ on exige que la partie périodique du potentiel vecteur ait une 
moyenne nulle ; cela nous donne 

Hint q , — U I C 

^Uy - ^X+^X (2 _ 3 _ 37) 

où C x et C y sont des réels positifs. Le système à résoudre est alors 

f 2/i x £i + 2h y rj 1 = - fo - ^C x + ri x C y . . 

\ 2h£ 2 + 2hy V2 = -f3 2 - i 2 C X + V2 Cy. [Z - Ô - Ô6) 

Ce système possède une solution unique puisque 2v± et 2v 2 forment une base 
de M 2 . CQFD 

Maintenant il nous faut ramener le problème fonctionnel au tore R 2 /£ ; 
pour le potentiel vecteur, cela ne pose pas de problème puisque l'espace des 
potentiels possibles est un espace affine et que le potentiel ~P est périodique. 
Mais pour la fonction d'onde la réduction est plus délicate. 

Théorème 2.3.6 . Les fonctions (fi G C°°(IR 2 ,C) vérifiant 

(fi( z + t) = jwi^y-^^z), Vt E£,Vze R 2 (2.3.39) 

avec d = kH ™^ n \ ç Z forment les sections d'un fibré vectoriel sur le tore 
R 2 /£. On appelle ce fibré Ed. Si d ^ alors il est non trivial. 

Preuve. Voir [GH], p. 307. CQFD 

Corollaire 2.3.7 . Si (fi est une section continue de avec d ^ alors 
3z E R 2 /£ tel que <f>(z) = 0. 

Preuve. D'après le théorème 2.3.6, le fibré E d est non trivial. 

Si la fonction (fi ne s'annule pas alors cette section définie une trivialisation 

du fibré. C'est impossible, donc il existe z tel que <f>(z) = 0. CQFD 

Le fibré étant C°°, on peut définir des espaces de sections de classe 
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H 1 à partir des sections C°° (voir par exemple [LM], p. 170). 
Le théorème 2.3.2 joint au théorème 2.3.6 nous permet d'introduire un autre 
espace fonctionnel plus adapté à notre problème de minimisation et qui fait 
intervenir le tore uniquement. 

Rappelons que C = \ ^ ^ ^ et que H int vérifie la quantification 
2nd = kH int \Ç}\. Pour d G Z, on pose 

' {<f>,~Â) G H\E d ) x H l (M. 2 /£,m. 2 ) tel que 

g I ^ <Kz + v i ) = e i ™te y - 1 » x) <l>(*), 

) A = H int C + P avec P périodique 

[ div P" = et / n ~? = si d ^ 0. 

On utilisera la notation 

B = U deZ B d (2.3.41) 

La fonctionnelle utilisée est toujours notée E 2 car B C C où C est défini à 
l'équation (2.2.19). 

Par le théorème 2.3.6, cet espace s'identifie aux sections H 1 d'un fibré vec- 
toriel de dimension réelle 4 sur le tore. 

L'espace B d est un espace affine, ce qui simplifie l'analyse du problème. Il est 
intéressant de remarquer que l'espace V défini au début du chapitre n'est pas 
un espace vectoriel ni même un espace affine, ceci provenant de la structure 
assez complexe du groupe de jauge. 



(2.3.40) 



2.4 Modélisation finale du problème traité 

Dans les sections précédentes, on a transformé un problème de minimisation 
sur M 3 associé à des conditions de périodicité en un problème défini sur un 
fibré vectoriel de dimension 4 au dessus du tore K 2 /£- 

Dans cette section, on montre quelques résultats élémentaires sur cette fonc- 
tionnelle et on réduit le problème de minimisation en deux sous problèmes 
plus simples. 

On note E mt ' d la fonctionnelle définie sur B d qui a pour expression 

E^\4>^) = ^/^||.A;-^0+(P (m ^ + ?)0|| 2 + i(l-|0| 2 ) 2 

(2.4.1) 
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avec 

n - \ ( 7 ) . (2.4,) 

On calcule l'énergie magnétique J c (rot A — H ext ) 2 dxdy avec l'expression 

an an 

A = ? + H int C, rot A-H ext = -^--^ + H mt - H ext . (2.4.3) 

Puisque les fonctions P x et sont périodiques et de classe H 1 , elles admet- 
tent un développement en série de Fourier. Les fonctions et ont un 
développement de Fourier sans terme constant. Cela signifie que la fonction 
^ïïx ~ lïy) es ^ orthogonale aux constantes et donc que 

/ (rot 1 - H ext ) 2 = f(^L - + (H int - H ext f\Çl\. (2.4.4) 

Jn Jn àx ày 

La fonctionnelle E\ se décompose comme ceci : 

E 2 n (<f>, K) = E int ' d (cf>, + \{E mt - H ext f. (2.4.5) 

Nous indiquons ci-dessous la résolution du problème de minimisation dans le 
cas d — 0. 

Proposition 2.4.1 . Si on impose d = 0, autrement dit que H int = 0, alors 

Preuve. Ici C = 0, il suffit d'appliquer la formule (2.4.5) pour obtenir une 
inégalité sur la fonctionnelle 

E 2 n (<j>,l) > \{H int - H ext f = l -Hl xt = E 2 n (l,0) (2.4.6) 



CQFD 



Proposition 2.4.2 . On a l'inégalité suivante sur l'énergie 



1 1 . ,2nd „ x , . 1 7T 2 

I2T012 ' 



Jf E* M , A) < j + j min( ^ - //„)■ < - + ^ . (2.4.7) 



De p/tts e:ns£e iïo ^e/ g«e si if ext > iJn? les solutions minimisantes vérifient 
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Preuve. On prend = et A = H int C et le premier résultat en découle. 





inf El( ( p,l) = El(l,0) = ^Hl t >\ + ^—> inf E^J) 



(2.4.8) 



Par conséquent, le minimum n'est pas atteint par un état vérifiant H int = 0. 
On a donc le résultat avec 



Proposition 2.4.3 . Si H ext = alors le minimum de E\ est atteint pour 
le couple (0, ~P) = (1, 0) avec d = 0. On a E%(1, 0) = 0. 

Preuve. On a toujours E\ > = E^(l, 0) par une majoration triviale. CQFD 

De ces propositions on peut retenir que le supraconducteur ne peut 
pas empêcher la pénétration du champ magnétique à l'intérieur du matériau 
pour toutes les valeurs du champ extérieur. 

Nous démontrerons au théorème 4.4.5 qu'il existe un champ H C 2(k) tel que 
si H ext > H c2 (k) alors le seul couple (0, A) réalisant le minimum est le 
couple (0, 0). 

2.4.1 Hypothèse : Quantification choisie 

La valeur de d dans Z qui minimise le problème variationnel est inconnue à 
priori. 

La quantification transforme le problème de la minimisation de E\ en un 
autre problème : La minimisation des fonctionnelles E mt > d sur les espaces B^. 
On a trouvé le minimum de cette fonctionnelle pour d = à la proposi- 
tion 2.4.1, on peut donc se limiter au cas d ^ 0. 

Ensuite il faudrait minimiser sur d mais nous n'effectuons pas cette étude. 

Hypothèse 2.4.4 . Dans la suite des calculs, on va supposer que l'on est 
dans la configuration d = 1 . 




(2.4.9) 



CQFD 
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L'hypothèse 2.4.4 simplifie l'analyse de la bifurcation. C'est une hypothèse 
qui est faite dans pratiquement tous les articles sur la question, voir par ex- 
emple les articles [Odl], [Od2] et [BGT]. Cependant l'article [Chap] aborde 
légèrement la minimisation en quantification supérieure : d > 1. 
C'est une hypothèse très naturelle, que l'expérience physique semble con- 
firmer puisque l'on voit apparaître des cellules hexagonales avec un seul vor- 
tex par cellule. Cependant la raison essentielle de cette hypothèse est que les 
calculs sont plus simples dans ce cadre. 



2.4.2 Hypothèse 2 : choix de la géométrie du réseau 

Hypothèse 2.4.5 . On fixe l'angle entre les deux vecteurs V\ etV2 ainsi que 
le quotient de leurs longueurs. 

Proposition 2.4.6 . Les hypothèses 2.4-4 e t 2.4-5 fixent la forme du réseau 
à isométrie près. 

Preuve. Par l'hypothèse 2.4.4, on a d = 1 et on a trouvé en (2.3.18) la relation 
d= kH^\n[_ Qn obtient 

2tt 

M = —. (2.4.10) 

L'hypothèse 2.4.5 fixe l'angle entre les vecteurs et le quotient de leurs 
longueurs. La forme du réseau est donc fixée à isométrie près. CQFD 

Les deux vecteurs qui définissent le réseau C sont 

(^SH (2-4.11) 

tandis que fl est défini à l'équation (2.1.6). On rappelle que \Q\ désigne l'aire 
du domaine fondamental. 

Modulo une isométrie du plan on peut supposer que le vecteur v\ est parallèle 
à l'axe Ox. Il existe alors deux vecteurs v[ et v' 2 tel que 



v[ = (r,0) = 

v > 2 = ( WjU ) = (&,r/ 2 ) 



(2.4.12) 



avec r > 0, u > 0, ru = 1 et 



2t v > 
kH int 1 



(2.4.13) 



kH int 2 
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On note CJ le réseau de M 2 engendré par les vecteurs v\. 

On appelle fl' le domaine fondamental de ce réseau, il vérifie = 1. 

2.4.3 Changement de problème 

On pose 



A 



2wk 

Hi„t 

" -y \ (2-4.14) 

x 



A = TT 

Définition 2.4.7 . On définit un nouvel espace fonctionnel A' par : 

A' = < avec 4>{z + v\) = e i7r( ^ y -^ x) (f)(z) , > (2.4.15) 

7? C -périodique, div ~ct = et f n ,~ct = 0. ) 

Le fait que l'on se limite à des états de quantification 1 est codé dans cette 
définition par le fait que ru — 1. 

Définition 2.4.8 . On définit une fonctionnelle F\ t k sur A' : 
V(0, 7?) G A' 

F x , k (cf>, 7?) = /„, §||^0 + (Â + + ï( A - l^l 2 ) 2 + f I rot ^l 2 - 

(2.4.16) 

Définition 2.4.9 . On définit la fonction par 



a 



|2 



= L à\0<f> + A + ^)0ll 2 + i(i - I0I 2 ) 2 + £1 rat 

(2.4.17) 

On s'intéresse au minimum de ces deux fonctionelles , on pose donc 

m F (X, k) = inf^ rf )eA , F A)fc (0, 7?), ^ 
m D (\,k) =mî {<j) -rf )eA ,D Xik ((f>,-rf). 

Pour alléger les calculs effectués dans cette section, on pose 



2vrfc 



" ] (2.4.19) 



2tt 
h H if 
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Proposition 2.4.10 . On pose 

Wi<f> = a<j)((3z) 



W 2 H = a[~Â-H int Ô](J3z). (2A20) 



Alors l'application W de B\ vers A! 

W:Bx i-> M 



» (w 1( f>,w 2 l) (2A21) 

est bijective. 

Preuve. Vérifions que le champ [A — H int C]((3z) est périodique. 

On sait que (0, A) G Bi ; donc on peut écrire A = H int C + ~P , où P est un 

champ périodique pour V\ et v 2 . On a alors 

W 2 ^(z + u() = aP{(3[z + v'ù) 

= aP{f3z + t3v\) 

= aP^z + vA (2.4.22) 

= aP{{3z) 

= W 2 1(z). 

Calculons maintenant pour : 

W 1 <P(z + v' i ) = attPlz + vS) 
= a.(j>(f3z + Vi 



= aéw^^-^^z) (2.4.23) 
= ae in ^ y -^(f){(3z) 

= é^y-^Wi^z). 

Par conséquent, l'application W est bien à valeur dans A'. Le fait qu'elle soit 

bijective est évident. CQFD 

Théorème 2.4.11 . Soit (0, A) un couple appartenant à B\ on a alors 

X 2 E int,i^ -p^ = Fx ^ Wl(f)i (2.4.24) 

avec A = H int C + P . 
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Preuve. On appelle T le second membre de l'équation (2.4.24) 
T = \\\rfw l( t> + (Â + W 2 1)W 1 <j>f + frH^I 2 ) 3 + f (rot W 2 1f 
= L W^<f>(P z ) + A + aP{(3z))a<t>{(3z)f 

+ (A - A| T )|2)2 + f(^[rot ?](^)) 2 

= (ëW^Hi^+(^o + ^)0|| 2 (^) 
+ (1 "'y 2)2 + |([rot ï^)) 2 ^}. 

(2.4.25) 

On effectue maintenant le changement de variable = f3z dans l'intégrale et 
l'on se ramène alors à une intégrale sur fl (cf (2.4.13)). On obtient 

T = AHU|||^0+(#^ + ^)0|| 2 

+ ^ + k(rot-pydxdy}(^) 

= X 2 \fl\E int ' 1 ((j),P)(^^) par définition de E int ^ V '' ' 

= X 2 E int ' 1 ((f), ~P). 

On a utilisé dans la dernière équation la relation k\fl\E int = 2n. 

On obtient donc l'égalité voulue. CQFD 

Définition 2.4.12 . On définit l'énergie volumique E\ n ^ t par 

El He jH int , 0, 7?) = ^F Aifc (0, 7?) + \{E mt - H ext f (2.4.27) 
avec À = -|r^. On définit aussi le minimum partiel G\ Hext par 

Gl He jH int ) = ^m F (A, k) + \{E int - E ext f. (2.4.28) 

où mp est définie à l'équation (2.4-18). Le minimum qui nous intéresse est 
£k,H ext j M es t définit par : 

£l Hext = mî GV He J Hmt ). (2.4.29) 

On verra par la suite que l'infimum (2.4.29) peut ne pas être atteint sur 
]0,+oo[. 

Dans la suite de la thèse on enlève les ' pour simplifier l'écriture à v[, ^, rj^, 
tt' è\ -f et M. 
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Définition 2.4.13 .(Résumé des définitions précédentes) 

Dans la suite de la thèse nous utiliserons les notations suivantes : 

Le réseau C de périodicité est engendré par 

vi = (r,0) 
v 2 = (w,u) 

et le domaine fondamental associé f2 a une aire égale à 1. 
A = 



(2.4.30) 



(<f>,lt) e H^EJ x Hi(R 2 /U 
avec <fi(z + Vi) = e iw ^ y ~^ x) <j)(z) , 
~ct C-périodique, div Ht = et f n ~ct — 0. 



(2.4.31) 



La fonctionnelle ayant pour expression 
F Aife (0,7?)= /"I||^0 + (l o + 7?)0|| 2 + I(A-|0| 2 ) 2 + ^|rot7?| 2 . (2.4.32) 

Le problème 2.1.4 prend une forme différente dans le nouveau système de 
coordonnées 

Problème 2.4.14 . Le problème qui nous occupera dans la suite de la thèse 
est le suivant. Trouver 



k,H e 



inf E k,H ext ( H int,(p,~iï) 



(2.4.33) 



Hint G 

(0,0") G A 



et décrire les couples (0, ~ct) qui réalisent ce minimum. 

Le problème 2.4.14 est équivalent au problème 2.1.4 par le théorème 2.4.11 
et la proposition 2.4.10. 

Les sections vérifient <p(z + i>j) = e m ^ iy ~ ViX ^ <f)(z) . Ci-dessous, on 
représente l'allure du domaine fondamental dans les nouvelles coordonnées. 
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Proposition 2.4.15 . On a les propriétés suivantes : 

0<m F (X,k) < % , 

0<m D (X,k)<\, (2.4.34) 
m D (X, k) = ^m F (X, k), 

où m F et rriD sont définis à l'équation (2.4-18). 

Preuve. On sait que est positif, par conséquent m F (X,k) est positif. 
On a F\ t k(0, 0) = ^- par conséquent, puisque m? est un minimum, on a l'iné- 
galité m F (\, k) < ^. 

L'égalité -0^(0,7?) = j?F\ jk (V~X(f),~ct) implique l'égalité m D (X,k) = 
■jpm F (\,k). 

On obtient alors facilement l'encadrement : < m£>(A, k) < \. CQFD 

Définition 2.4.16 . On appellera "problème réduit" le problème de la min- 
imisation de F\^- 

Définition 2.4.17 . 

- On dit que le supraconducteur est à l'état normal si (H int , (j),~ct) = 
(H ext ,0,0) et si le minimum de la fonctionnelle E\ H (cf (2.4-12)) 
est réalisé en ce point. L 'énergie £k,H ext es ^ alors égale à \ . Cet état est 
désigné par la lettre N . 

- On dit que le supraconducteur est dans un état mixte si (j> ^ et H int > 
et si le minimum de la fonctionnelle E\ H ^ t (cf (2.4-12)) est réalisé 
en ce point. Cet état est désigné par la lettre M. 

- On dit que le supraconducteur est à l'état pur si H int = et <\> est 
constante et si le minimum de la fonctionnelle E\ H ^ t est réalisé en ce 

point. L 'énergie £k,H ext es ^ a ^ ors égale à ^-f 1 - . Cet état est désigné par 
la lettre P. 

Le diagramme des phases est alors l'ensemble des points (k,H ext ) où l'on 
indique sur chaque point quel est sa nature. 

H 2 

L'énergie — f 1 correspond à la quantification (cf 2.4.1) et on verra plus loin 
que \im Hmt ^ Gl Hext (H int ) = ZLl. 
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2.5 Structure de l'espace des réseaux 

On sait par les calculs de la sous-section 2.4.3 que l'on peut se ramener à la 
situation où 

vi = (r, 0) 
v 2 = (w,u) 



(2.5.1) 



avec 

ru = l. (2.5.2) 



Un système de coordonnées possible est 

u e 



w e R. 



(2.5.3) 



On note A4 l'espace des réseaux possibles, c'est à dire des réseaux engendrés 
par des couples de vecteurs (vi,v 2 ) tel que dét(i>i,i> 2 ) = 1 (chaque réseau est 
isomorphe à Z 2 ). 

Dans la suite de la thèse, on prendra ces coordonnées et on identifiera A4 à 

A1 = M;xM. (2.5.4) 

A tout élément m = (u, w) G A4 est associé le réseau de M. 2 engendré par 
vi, m = (r,0) et v 2 , m = (w,u), on l'appelle C m . 

Définition 2.5.1 . Soit m = (u,w) G A4, on définit les espaces suivants 

£o, m = {/ e V'{R 2 , R) tel que V(x, y) G R 2 , 

f(x + r,y) = f(x, y), f(x + w,y + u) = f(x, y)} 
£i, m = {0 e V'(R 2 , R) tel que V(x, y) G R 2 , 

<p(x + r,y) = e i7rry (j)(x, y), <j>{x + w,y + u) = é^ wy - xu ^<p(x, y)} 
V m = {~ct G V'(R 2 , R 2 ) potentiel vecteur tel que V(x, y) G R 2 , 

~~ct(x + r,y) = Ht (x, y), lt(x + w,y + u) = lt(x, y)} 
•A-m = {(0) ~ct) £ -A- tel que <fi G £\. m et~ct G V m } 

(2.5.5) 

où V'(R 2 ,R n ) est l'espace des distributions surR 2 à valeurs dans R n . 

Dans la définition précédente £ ,m et V m sont des espaces de fonctions péri- 
odiques selon le réseau C. On a aussi une écriture intrinsèque pour £i jTn : 

<f) G S ltm <=> G C m , 4>{x + v) = e i7Tdct(v ' x) <f){x) avec x = {x u x 2 ). (2.5.6) 
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Définition 2.5.2 . On note r l'application 

t : M h-> M 



\ i , i\ 2.5.7 

Les réseaux définis par les coordonnées (u, w) et (u, w + r) sont identiques. 
Définition 2.5.3 . On note ai l'application 

a )'- M \" f 1 , (2-5.8) 
Définition 2.5.4 . On note 



u 



V w 2 +u 2 ' 

(r' = h) 



et on définit a 2 comme l'application 



a 2 : M H-» 
(■u, w) i— > (u',w'). 



(2.5.10) 



Les applications U\ et <r 2 sont involutives. Les trois applications r, cri et a 2 
sont bijectives. 

Définition 2.5.5 . On appelle G le groupe de bijections de M. engendré par 
les applications t, o\ et a 2 . 

Ce groupe est discret infini et est un sous groupe du groupe de Lie PGL(2, M). 

On définit maintenant deux applications linéaires orthogonales sur M 2 associé 
aux o"j : 

" Si:R2 " R2 (2511) 
(x,y) i-> (x,-y) 

l'applications Si est la symétrie orthogonale par rapport à l'axe Oy. On 
définit aussi l'application 

f E 2 :l 2 h R 2 

l ( X >V) ^ ( V J +W 2 (wx + uy), v J +w2 {ux - wy)) (' ) 

qui est la symétrie orthogonale par rapport à la médiatrice des vecteurs v\^ m 
et v 2 , m . 
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Proposition 2.5.6 . On a les relations 



^l(vi, m ) = Vl,a! (m) 

Si(v 2 ,m) = V 2: ai(m) 

S 2 (Vl,m) = V2,a 2 (m) v l,a 2 (m) 

S 2 (v2,m) = Vl,a 2 (m) v 2,a 2 (m) 



(2.5.13) 



On a toujours 



S,(£ m ) = C a . {m) . (2.5.14) 
Preuve. Évident. CQFD 

On définit également une autre application 

S m : R 2 i-> R 2 , 2 5 

(x, y) h-> (rx + wy, uy) 

et on a l'égalité «SVn^^o)) = C m . Ce n'est pas une application orthogonale. 

2.5.1 Transformations induites sur les fonctions 

Si m G M alors les réseaux correspondant à m et r(m) sont identiques. 
Par conséquent, les espaces de fonctions associés sont aussi identiques. Nous 
allons donc nous limiter à l'étude des transformations correspondant à a\ et 

02- 

Proposition 2.5.7 . L'application 

f h-> f(Ei{x,y)) 
est un isomorphisme continu . 

Preuve. Le fait que l'application soit bien à valeur dans £o,aï(m) est évident 
vu l'équation (2.5.14). 

La bijectivité provient de la relation (S*) 2 = Id. CQFD 
Proposition 2.5.8 . L'application 



(f) 1 0(Si(x,y)) 
es£ ttn isomorphisme continu . 



(2.5.17) 
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Preuve. Soit G £i, m . Les relations de périodicité pour de l'équation 
(2.4.31) peuvent s'écrirent 



(f)( x + Vi ) = e^^VW, i = 1, 2 
avec a; = (x±, x 2 ). Soit i, j G {1, 2} 2 ; on a 
(E*0)(z + E^) = 



(2.5.18) 



0(E,x + E. 2 ^) 



= 0(Ej-x + 



V; 



3 î7t det(tii,Eja;) 



;e,x) 



(2.5.19) 



gi7r det(Sj) det(EjVi,x) 

= e^(- 1 ) det ( s i î '- :E )(E*0)(a;) 
= e^ det(E ^ ,a;) (E*0)(x). 

Puisque Ej(£ m ) = C aj ( m ), la section E*0 appartient à Si, aj (m)- La bijectivité 
est évidente puisque (S*) 2 = Id. CQFD 

Proposition 2.5.9 . L'application 



E*:V m ^ 



Ht* (m) 

E i ô > (E i (x,y)) 



es£ î/n isomorphisme continu . 
Preuve. Cette proposition est évidente. 
Proposition 2.5.10 . Les applications 

S* '. SiJO.U | — > £-i.m. 



■ £i,(0,l) 

/ 



f(S m (x,y)) 



avec i = 0, 1 



5* :V, 



(o,D 



v m 

a i S' m â > (5' m (a;,y)) 
son£ des isomorphismes continus. 

Preuve. La démonstration suit celle des propositions précédentes. 



(2.5.20) 



CQFD 



(2.5.21) 



(2.5.22) 



CQFD 



Remarque 2.5.11 . Ces applications sont bien connus en géométrie dif- 
férentielle (cf [Na], p. 147). 
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Remarque 2.5.12 . Si f G £ , m et g = S*/ a/ors = E*^/. 
Proposition 2.5.13 . On a aussi les relations 

EiA (T,i(x,y)) = A (x,y) 

V7? G V m (2.5.23) 
rot E*^ = E* rot ~ct 

Preuve. On calcule simplement 

Sï(rotTf) = ^jL( x ,-y)-^(x,-y) 

= gp^7j% _ g^Tf), (2.5.24) 

9j/ 9a; 

= rot £*!?, 
S* rot 7? = ^( x i,yi)-^(x>,y>) 

= u'ïu 9 ^'^ - w 9[^',y')h _ u n w d[a y (x',y')] d[a v (x>,y>)U 
L ox ay 1 L ox ay 1 

dÇE*~ct) x d(Y:*~àî) y 



dy dx 

= rot EgT?. 

(2.5.25) 

On remarquera que toutes les transformations définies dans cette section, <7j, 
Sj et £* sont involutives. 

Remarque 2.5.14 . En fait ces opérations sont bien connues dans le cadre 
des courbes elliptiques (voir par exemple [Sie], Tome II, p. 114-119). Les 
différences portent sur deux points : La normalisation est faite pour que l'aire 
du domaine fondamental soit égale à 1 tandis que les calculs sur les courbes 
elliptiques supposent eux que l'un des vecteurs de réseau est de norme 1. 
La deuxième différence est que notre groupe G est plus grand que le groupe 
PSL(2, Z) considéré par Siegel. 

2.5.2 Invariance de la fonctionnelle 

Théorème 2.5.15 . La fonctionnelle introduite en (2.4-32) est invari- 
ante par les transformations E* autrement dit 

F A , fc (E*0, £*7f) = F Xtk (<p, 7?). (2.5.26) 

Preuve. Par les calculs déjà fait 

+ (1 + t)<j>] = + (Â + £*7f )£*0]. (2.5.27) 
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Par conséquent, vu la définition de S* et le fait que S, est un endomorphisme 
orthogonal on a 

+ (Â Q + -ctWpiix, y)) = ||^E*0 + (1 + S*^)E*0|| 2 (x, y). 

(2.5.28) 

On obtient de la même façon 

(A - |0| 2 ) 2 (E^, y)) = (A - |£*0| 2 ) 2 (:r, y), 
| rot ôT^Or, y)) = | rot £*lf| 2 (x, y). 

Par conséquent, on a 

F A , fc (£*0,£*7?) = /„ \\\r$4> +(l + -ct)<f>\\ 2 (E i (x,y))dxdy 

+ J n \(\-\<t>\ 2 ) 2 mx,y)) + T l rot ^(Eifoy^dzdy 

= j^{iii^0+ao+^n 2 +K^-M 2 ) 2 

+ \\ rot "ô^l 2 }] det Hi\dxdy 
= Fx, k (<f>,~rf). 

(2.5.30) 

On a donc la conclusion. CQFD 
2.5.3 Conséquences 

Définition 2.5.16 . On dit que le réseau de coordonnées m c = (1,0) est le 
réseau carré. 

On dit que le réseau de coordonnées mh = \ \J\) es ^ ^ e réseau hexagonal. 

Voir le Tome III de [Sie], p. 159-172 où l'on parle des réseaux carré et hexag- 
onal pour les formes automorphes. 

Théorème 2.5.17 . Soit g une fonction définie sur A4 de classe C l invari- 
ante par le groupe G. Les réseaux carré et hexagonal sont alors des points 
critiques pour g. 

Preuve. On rappelle que U\ et a 2 sont définis aux équations (2.5.8) et (2.5.10). 
Les coordonnées du réseau carré vérifient 

°^™°\= m » (2.5.31) 
o-2{m c ) =m c . 
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Le réseau hexagonal vérifie 



<7i(r(m^)) = m h , 
cr2(m h ) = m h . 



(2.5.32) 



La fonction g étant invariante par r, ai et o~i elle vérifie 



g {u, -w) = g(u,w) 

g(u,w + ±)=g(u,w) (2.5.33) 

On différencie les relations (2.5.33) et on les évaluent sur le réseau carré 

-Ê3.(i 0) = ÊS.(i 0) 

-1(1,0) = 1(1,0). < 2 - 5 - 34) 

Cela entraîne l'annulation des dérivées partielles en (1, 0). Le réseau carré est 
donc un point critique pour la fonction g. 

On différencie les relations (2.5.33) et on les évaluent sur le réseau hexagonal 
qui correspond à ////, = (///,. </•/, ) = ' : ' 1 



4' 2 V 3 



fliuv »' n > dw\ n ^ n >i (2 5 35) 

■£{u h) w h ) = -w h ul^(u h ,w h ) + u 4 h ^(u h ,w h ). 

Les équations (2.5.35) entraînent la nullité des dérivées partielles pour les 
coordonnées (uh,Wh). Ce point est donc critique pour g. CQFD 

Théorème 2.5.18 . Soit m G A4. Il existe un élément g G G tel que g (m) = 

(u, w) vérifie les conditions 

r < yw + u . 
Ces relations impliquent l'inégalité r < ^/|. 

On peut lire le Tome III de [Sie] pour des calculs similaires sur le groupe 
modulaire. 

Preuve. Soit donc (u, w) un point du réseau. Modulo la transformations r on 
peut supposer que < |. 
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En utilisant a 2 on peut se placer systématiquement dans le cas où ||i>2|| < 
||fi||. On a alors 



Ensuite une application éventuelle de u\ permet d'obtenir w > 0. CQFD 

Remarque 2.5.19 . Puisque l'expérience physique fait apparaître un 
système de cellules hexagonales, on devrait pouvoir montrer que les énergies 
minimales sont atteintes par des réseaux hexagonaux. 

Nous n'avons pas pu montrer ceci même si nous avons des résultats partiels 
comme la proposition 4.. 2. 3. Il existe d'autres études locale des énergies des 
solutions bifurqués, par exemple [AU]. 

Dans la suite de la thèse, on utilisera assez rarement la géométrie du réseau, 
par conséquent on n'indiquera pas {u, w) quand ce n'est pas utile. On voit 
également que l'espace des réseaux quotienté par r, ai est un espace locale- 
ment compact non compact, la suite (u n ,w n ) = (^,0) ne convergeant vers 
aucun réseau (géométriquement on peut voir ce réseau comme un rectangle 
qui s'allonge de plus en plus et se rétrécie de plus en plus en gardant son aire 
constante). 




(2.5.37) 



Cela entraîne donc fr 2 > -4. 

4 — r z 

Ceci s'écrit plus simplement sous la forme r < 
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Chapitre 3 

Etude de la fonctionnelle F\ ^ 



Dans ce chapitre nous étudions la fonctionnelle F\ k définie à l'équation 
(2.4.32) ; nous montrons l'existence de solutions minimisantes ainsi que leur 
régularité. 

Nous étudions comment évoluent les minima mp et selon À et k. 

A la fin du chapitre nous décrivons complètement la situation si À < 2n et 

3.1 Quelques opérateurs différentiels linéaires 

On rappelle que l'on note £ le réseau engendré par les deux vecteurs 

f Vl = (r,0) 
\ v 2 = (w,u) 

Comme à la section 2.4, la quantification est choisie égale à 1 ; avec nos 

notations (voir la sous section 2.4.2), cela s'écrit ru = 1. 

On définit au dessus du tore K 2 /£ l'espace fonctionnel suivant : 

L 2 div , ( R2 /C;R 2 ) = {7? : K 2 /£ i— > M 2 , 7? G L 2 (M. 2 /C), , . 

div7? = 0et / n 7? = 0} [ô } 

où div 7f = est une équation au sens des distributions. 
On note C°°(Ei) l'espace des sections C°° du fibré E\ défini au 
théorème 2.3.6. On note aussi C^ v (^ 2 /C', K 2 ) le sous espace de 
L^ iv (K 2 /£; M 2 ) formé des potentiels vecteurs C°° de divergence nulle et de 



(3.1.1) 
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moyenne nulle sur f2. On définit de manière similaire les espaces H r . 

Dans cette section, on étudie l'opérateur H défini sur les sections C°° de Ei 

par : 

H : C~>{Ek) .— > C^(E 1 ) 

.— \tf + H ]*\tf + K ]<i> 1 } 

et l'opérateur L défini sur l'espace C^ y (^- 2 /C; M 2 ) par : 

l : cz fi ( R2 /CR 2 ) — Q7 v , ( r 7£;K 2 ) (314) 

7? i — > rot* rot ~ct. ' ' ' 

Le deuxième opérateur est effectivement bien défini sur C^ v (R 2 /£; R 2 ) ; Le 
potentiel L~ct est de moyenne nulle car L est un opérateur différentiel d'ordre 
2 à coefficients constants. L~ct est de divergence nulle car l'opérateur de 
divergence commute avec rot* rot. 

On déterminera ici le spectre d'extensions autoadjointes convenables (notées 
aussi H et L) de ces opérateurs. 



3.1.1 L'opérateur de Schrôdinger magnétique, H 

Dans cette section, on rappelle le calcul du spectre de l'opérateur H en 
utilisant la méthode de l'article [BGT]. 
On rappelle que 



_\ ]%_.% ' (3.1.5) 



Notons 



L + = d,+ f z = f [i& - ny] + + nx] 
et L_ = d z - \~z = f [i& - ny] - f[i£ + tcx] 



(3.1.6) 



Ce sont des opérateurs elliptiques d'ordre 1. On vérifie facilement que L± 

envoient H r (Ei) dans H r ~ 1 (Ei), pour tout r. 

Quelques calculs permettent de prouver les formules suivantes 

[L-,L+] = 7T, 

H = -4L_L + + 2vr, (3.1.7) 
L = -(L + )*. 
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Théorème 3.1.1 . Le spectre de l'extension autoadjointe de H est de la 
forme \ n = 2n + Aim avec n G N. Les valeurs propres X n sont simples de 
vecteur propre associé n = ^==j (L_) n (p où 0o vérifie L+0o = 0. 

Preuve. L'opérateur H est symétrique sur l'espace des sections C°° de E\. 
C'est un opérateur différentiel elliptique d'ordre 2 sur le tore R 2 /£ qui est une 
variété compacte. Donc l'opérateur H est essentiellement autoadjoint à partir 
de C°°(Ei) et le domaine de son extension autoadjointe est T>(H) = H 2 (Ei) 
(voir par exemple [LM], théorème III. 5. 8). De plus, l'injection de H 2 (Ei) 
dans L 2 (Ei) étant compacte, son spectre est discret. 

Puisque H est un opérateur différentiel elliptique, ses fonctions propres sont 
C°°. Par ailleurs l'opérateur H est positif puisque 

(#0,0) = / ||^0 + ^ o 0f > (3.1.8) 
Jn 

si (f> est C°° ; cette propriété s'étend à T>(H) par continuité et densité. 

Soit G C°°(Ei) une fonction de norme 1. On peut donc effectuer le petit 

calcul suivant 

(#0,0) = -4(L_L + 0,0) + 27r||0|| L2 

= 4||L + 0||i 2(£i) +27r||0|| L2 (3.1.9) 
> 27r||0|| L2 =2tt. 

Lemme 3.1.2 . Le noyau de L + est de dimension 1. 

Remarque 3.1.3 . Plus généralement, en quantification d avec d > 0, la 
dimension de Ker L + est d. 

Remarque 3.1.4 . Certains auteurs ([La], repris par [Od2j) laissent parfois 
entendre que la multiplicité de la plus petite valeur propre dépend de la nature 
de C C'est sans doute du au fait qu'ils ne précisaient pas sur quel fibré ils 
travaillent. 

Soit 0o dans le noyau de L + . Le vecteur O vérifie L+0o = 0. 

Posons 0o = e~( x +v ^g. La condition L + O = équivaut aux relations de 

Cauchy-Riemann pour g. La fonction g est donc holomorphe. 

Sur le plan complexe, les relations de périodicité s'écrivent, en notant : 

ti — r — - et to — w + iu, 

7T 

(j) (z + U) = exp[-(tiZ - Uz)](j) (z) (3.1.10) 
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et 



On pose 



et on obtient 



g(z + U) = exp(^U(U + 2z))g(z). (3.1.11) 
g(z) = exp(f2; 2 )M(f), 

t s = h±îh = wu + m 2 ^-L-^J 

u(z + l) = u(z) , , 

u(* + t s ) = exp(-27n[z + %])u(z). {ô.i.iâ) 

Il existe une fonction holomorphe unique h définie sur C* définie par u(z) = 
h(e 2mz ). La fonction h étant holomorphe sur C* on peut faire un développe- 
ment en série de Laurent 

/ h(y) = EneZ^" 1 141 

l u(z) = E„««ne 2 — . {3A - U) 
La deuxième condition de l'équation (3.1.13) sur u est équivalente à l'équation 

a n e 2mnU = a n+l e~ mU (3.1.15) 



qui se résout et donne la forme suivante pour u 

u( z ) =CJ2 e mt ° n2+2mnz . (3.1.16) 
nez 

Cette série converge dans H 2 (Ex). 

On peut déterminer la constante C à une phase près en imposant la 

condition ||0o||l 2 = 1- CQFD 



Les solutions de l'équation Hep = 2ir(j) correspondent par les calculs 
(3.1.9) et (3.1.7) aux solutions de L + <p = 0. Ces solutions forment un espace 
vectoriel de dimension 1 ; donc on a bien prouvé que la dégénérescence du 
niveau fondamental est égale à 1. 

Si est un vecteur propre non trivial pour H de valeur propre À alors L_0 
est vecteur propre non trivial de H de valeur propre À + Air (ceci peut-être 
démontré en utilisant les propriétés (3.1.7) qui sont celles d'un oscillateur 
harmonique). 

Par contre L + (f> n'est un vecteur propre non trivial de H de valeur propre 
À — 47T que si À ^ 2n. 
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Le théorème spectral affirme que L 2 (Ei) est somme hilbertienne des espaces 
propres de H. Le calcul précédent montre que L™0o est vecteur propre de 
l'opérateur H de valeur propre 2tt + 4irn, donc que l'ensemble 2n + 4nN est 
inclus dans le spectre de H. 

En appliquant l'opérateur L + on peut prouver l'inclusion inverse. Le 
théorème est prouvé. CQFD 

Théorème 3.1.5 . Si A > 2ir, les couples minimisants la fonctionnelle 
sont différents du couple (0,0). 

Preuve. Soit la courbe formée des couples (t0o, 0) t6 R ; alors 

^F A)fc (t0o,O)(t = O) = O. (3.1.17) 
Il faut donc calculer à l'ordre 2 pour obtenir le résultat 



o|| 2 -A|0o| 



^F A , fc (t0 o ,O)(t = 0) = Jjrffa + ^o 

= (H4>o,4>o) - A (0o, 0o ) 

= 2tt-A<0. (3.1.18) 

Le Hessien de la fonctionnelle en (0, 0) possède donc une valeur propre stricte- 
ment négative, il est donc impossible que ce soit un minimum. CQFD 

Proposition 3.1.6 . La section 0o possède un unique zéro dans la variété 

Preuve. La fonction O a pour expression <f> (x,y) = e~^ +y2 ^ g(x + iy) où g 
est holomorphe. 

L'ensemble des zéros de 0o est égal à l'ensemble des zéros de g. Or cet en- 
semble est discret car g est holomorphe et non identiquement nulle. Donc il 
existe z s G C tel que le parallélogramme V de sommets 

z s , z s + r, z s + r + (w + iu) et z s + (w + iu) (3.1.19) 

ne rencontre aucun zéro de la fonction g. 

Le nombre de zéros de la fonction g situé à l'intérieur du parallélogramme 
V est fini et est donné par le théorème de Rouché-Fontené sous la forme 
suivante : 

9'M 



2ni J v 



, dz. (3.1.20) 

9{z) 
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En utilisant l'équation (3.1.11), on obtient si t G C 

g'(z + t) g'(z) 



g{z + t) g(z) 

On obtient donc 



+ nt (3.1.21) 



f iSÉLr\7 - C 1 9'{zs+rh) 11 _ rl g'(z s +(w+iu)+rh) 11 
JP g(z) U/i ~ JO g(z s +rh) 1 aU JO g(z s +(w+iu)+rh) ' 

rl g'(z s +r+(w+iu)h) / , • s 11 _ rl g'(z B +(w+iu)h) / , • s 11 
+ Jo g(z s +r+{w+iu)h) \ W + J s ( Zs + ( t0 +m)h) l" 7 + <U J a/i 

rlr gXgs+Wt) _ ff'(z 3 +(w+«t)+rfc) -i il 
JO L S (z s +r/i) S (z s +(tu+iu)+rh) J' 

JO L g(z s +r+(?u+îu)/i) g(z s + (w+m)h) J ^ ' 

= [ — 7Tty + iu]rdh + [7rr] (w + iu)dh 
= —n(w — iu)r + nr(w + iu) 
= —nwr + in + nrw + in 
= 2in. 

(3.1.22) 

Par conséquent, l'intégrale (3.1.20) est égale à 1. On a bien un unique zéro 
pour la fonction g dans le parallélogramme V . Donc en passant au quotient, 
la section O a un unique zéro sur R 2 /£. CQFD 

Remarque 3.1.7 Dans le preprint [TakJ il est montré que les solutions bi- 
furquées définies dans le chapitre IV ont un seul zéro. Il est aussi montré que 
ce zéro est dans le cas d'un réseau triangulaire ou carré situé à un endroit 
que l'on peut expliciter de K 2 /£. 

Dans l'article [EMQ] il est montré que les zéros de <f> sont isolés dans le cas 
d'un ouvert simplement connexe de M 2 . 



3.1.2 L'opérateur L 

L'opérateur L défini à l'équation (3.1.4) a pour expression 

:) = [ ?>& 4V • (3-1-23) 

On vérifie facilement que l'opérateur L envoie l'espace C%? v ^ (^ 2 /C, K 2 ) dans 
lui même. 

L'espace L^ iv (IR 2 /£; M 2 ) est l'espace des potentiels vecteurs /^-périodiques 
sur M. 2 localement intégrable d'intégrale nulle sur Q et de divergence distri- 
butionelle nulle. On définit de la même façon H% iv Ç& 2 /£; IR 2 )- 
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Proposition 3.1.8 . L'extension autoadjointe de l'opérateur L a pour do- 
maine f/"| iv0 (IR 2 /£; M 2 ). Son spectre est discret et on a l'égalité 

sp(L) = {A G M tel que 3(rii,n 2 ) ^ (0,0), A = (2n) 2 [(n 2 u) 2 + (n l r + n 2 w) 2 }}. 

(3.1.24) 

L 'opérateur L est inversible. 

Preuve. L'opérateur L opère sur l'espace des champs de vecteurs de diver- 
gence nulle, on peut donc l'écrire sous la forme 



a y 



il:,)- 



L'opérateur différentiel L est symétrique sur l'espace C^? (K /£;R 2 ). Le 
tore K 2 /£ est compact sans bord et l'opérateur L est elliptique donc il est 
essentiellement autoadjoint (voir par exemple [LM], théorème III. 5. 8) et son 
extension autoadjointe a pour domaine T>(L) = i/| iv (K 2 /£; M 2 ). 
L'opérateur —A est autoadjoint sur L 2 (K 2 /£,C) de domaine H 2 (^- 2 /C, C). Il 
est diagonalisé par les fonctions propres e nijTl2 (x,y) = e 2 M xn 2u+y{nir+n 2 w)] ^ e 
valeur propres (2n) 2 [(n 2 u) 2 + (n x r + n 2 w) 2 ]. 

Par la formule (3.1.25) L'opérateur L est la restriction de l'opérateur 
(-A, -A) à l'espace H 2 lvfi (R 2 /C, M 2 ) : 

(f,g) h- (-A/,-A<7). (3.1.26) 

Si (77,1,712) — (0,0) on prend pour base orthonormée de IR 2 A ni>n2 = (1,0) et 
~Êni,m = (1)0)- Si (711,712) 7^ (0,0) on prend pour base orthonormée de M 2 

~Â = 1 ( n * w + n i r ^ et 

-g- _ 1 ( n 2 u \ \°- • ') 

ni ' ît2 ^(na^+nir)^^^) 2 ^ n 2 U> + TllT" J ' 

Les champs de vecteurs A nitTl2 e nijn2 (x,y) et ~Ë nijn2 e ni:n2 (x, y) forment donc 
une base hilbertienne de L 2 (M. 2 /C, C) x L 2 (M 2 /£, C) . 

Tout champ de vecteur V de L 2 (M 2 /£,C) x L 2 (M 2 /£,C) peut s'écrire sous 
la forme 

^ ^ ^711,712 ni,n2^ni,n2 Pni,ri2~^ ni,n2^ni,n2- (3.1.28) 
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Maintenant, si le champ de vecteur V* appartient à -^div,o(^ 2 /^; K 2 ), on a en 
plus les conditions 

L = o, 

div V = 0, (3.1.29) 
y champ de vecteur réel. 

La première condition nous donne ao,o = Po,o — 0. 

Si le champ appartient à H 1 , alors on peut calculer sa divergence : 

y TÏ sr^ a ni , n2 [2nin2u(n2W+nir)+2-7ri(nir+n2w)(—n2u)] 

~ ^n u n 2 v /(n 2 «,+n 1 r)2 + (n 2 «)2 

= E m ,na 27r ^™i .™2 v 7 ^^ + nir) 2 + (n 2 u) 2 e ni >na 

Par conséquent, si div V = 0, alors /5„ lin2 = si (ni,n 2 ) 7^ (0,0). 
Le champ de vecteur étant réel, cela nous donne ôl. 
Cela montre que les fonctions 



n\,n2 (X—ni,—n,2 m 



n u n2( x ,y) = V2A nun2 cos(2n[xn 2 u + y(n 1 r + n 2 w)]) ^ 1 ^ 

ni,n 2 sin(27r[a:n2'U + y{n\r + n 2 w)]) 



C n\,n2 



forment une base hilbertienne de L^ iv (M 2 /£; M 2 ) avec (rai,n 2 ) G ZxZ-(0,0). 

Par ailleurs les fonctions b nun2 et "? ni ,n 2 son t fonctions propres de £ de 
valeur propre (2n) 2 [(n 2 u) 2 + (nir + n 2 w) 2 ]. 

Cette valeur propre est donc au moins double. La multiplicité de cette valeur 
propre peut être plus grande que 2 car (n 2 u) 2 + (r^r + n 2 w) 2 peut à priori 
être atteint par différents couples (ni,n 2 ). 

Le réel n'est pas dans le spectre de L ; par conséquent le spectre étant 
discret l'opérateur L est inversible. 

Les valeurs propres de L peuvent se réécrire (27r) 2 ||nit>i + n 2 v 2 \\ 2 . Si w > et 
ll^ll > ||^i|| alors le minimum de (2n) 2 [(n 2 u) 2 + (riir + n 2 w) 2 } avec (ni,n 2 ) 7^ 
(0,0) est égal à (2vrr) 2 . 

Pour les réseaux carré et hexagonal, cela nous donne : 

modèle carré : r = 1 et w = Knln = (2 71 ") 2 ; 

modèle hexagonal : r = (f) 1 /* et w = \ \ h min = (2tt) 2 ^. ( 3 - L32 ) 

CQFD 
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Lemme 3.1.9 . Il existe une constante c > telle que, pour toute fonction 
fo G L 2 (^ 2 /C) avec J n fo = 0, il existe une unique solution uq G H 2 (^ 2 /£) 
des équations 

-Au = f et u = 0. (3.1.33) 
Jn 

Cette solution vérifie : 

\\u \\l°° < co||/o||l2- (3.1.34) 

Preuve. L'application 

-A:C -(R 2 /£,R) » C7(M 2 /£,K) 

f i-> -A/ [à.ï.ôb) 

ou ch^V^r) est r espace des fonctions C°°, ^-périodique d'intégrale nulle 
sur f2 est symétrique. Le tore R 2 /£ est compact sans bord et l'opérateur 
—A est elliptique donc il est essentiellement autoadjoint (voir par exemple 
[LM], théorème III. 5. 8) et son extension autoadjointe encore noté —A a pour 
domaine P(-A) = H 2 (M. 2 /£ : R). 

L'injection Hq (lR 2 /£) Lo(lR 2 /£) nous indique que la fonction (— A+ï) -1 est 
compacte donc de spectre discret. L'opérateur —A possède donc un spectre 
discret. 
L'égalité 

V/ G H 2 (R 2 /C,R), (-A/,/) = / 0f\\ 2 (3.1.36) 

Jn 

nous indique que le noyau de —A est constitué de fonctions constantes. Or 
notre opérateur est défini sur des fonctions de moyenne nulle, le noyau est 
donc nul. L'opérateur —A est inversible. 

L'estimée L°° provient de l'injection de sobolev H 2 (M. 2 /£) ^ C°(R 2 /£) (voir 
théorème 2.2.3). CQFD 

Proposition 3.1.10 . Soit Ht G iJ 1 (IR 2 /£, M 2 ) un potentiel vecteur de diver- 
gence nulle et d'intégrale nulle sur f2. Si rot ~ct = alors ~ct = 

Preuve. Le domaine de l'opérateur L est Hj iv j0 (R 2 /£, R 2 ). La forme quadra- 
tique associée est 



QL : m. (R 2 /C,R 2 ) 



a 



(Lit, ~ct) = f n | rot ~ct 



(3.1.37) 
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et elle est définie positive. Puisque le spectre de L est inclus dans [c, oo[ avec 

c > 0, la forme quadratique qi est définie positive. 

Si le champ de vecteur Ht est comme dans l'énoncé, on a 

QiiHt) = (Lit, Ht) 

= (0,Ht) (3.1.38) 

= 0. 

On a donc Ht = 0. CQFD 



3.2 Existence de solutions minimisantes pour 
la fonctionnelle F\^. 

Dans cette section, on montre que la fonctionnelle atteint son minimum. 
Ces résultats sont évoqués dans l'article [Chap] qui contient une démonstra- 
tion incomplète. Ces points sont détaillés ici pour la commodité du lecteur. 
La fonctionnelle F\ k a été définie à l'équation (2.4.32) et pour (0, Ht) G A 
par 

~*) = \f 11^ + A + + \ [ (A - |0| 2 ) 2 + y / I rot Ht\ 2 . 

(3.2.1) 

On montre maintenant que la fonctionnelle F\,k est coercive sur A et que le 
minimum est atteint sur A. 

Lemme 3.2.1 . Pour tout E dans M., il existe C = C(E) tel que, V(0, Ht) G 
A vérifiant F\^((f>,Ht) < E, on ait 

\\~ct\\m + U\\m( El ) < C(E). (3.2.2) 

Preuve. L'estimée sur le potentiel Ht s'obtient facilement. On observe en effet 
que : 

f | rot ôf < ^F Xtk (<f>,-ët). (3.2.3) 
Maintenant, la norme L? de rot Ht s'écrit aussi 

/ |rot7?| 2 = (rot* rot Ht , Ht ) 
Jn 

= (-AHt,Ht). (3.2.4) 
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On a utilisé le fait que div Ht = à la fin du calcul (3.2.4). On sait aussi que 
f n Ht — 0. L'étape 3 du théorème 2.3.2 permet de prouver qu'il existe des 
constantes C, C telle que 

CH^Hhi < (-A Ht, Ht) < C'\\Ht\\ 2 Hl . (3.2.5) 

Donc il existe une constante C telle que 



\\Ht\\ H i<C^F^ k ((f),Ht). (3.2.6) 
La première partie du lemme est prouvée. 

On utilise ensuite le théorème 2.2.3 pour obtenir une estimée L 4 sur Ht et 
donc sur A = A + Ht. 

On obtient une estimée L 4 sur <f> facilement, en écrivant 

/ \<j)\ 4 dxdy < [ [2A 2 + 2(A - \<t>\ 2 ) 2 ]dxdy < 2A 2 + 8F A , fc (0, Ht). (3.2.7) 
Jn Jn 

Maintenant il faut une estimée pour ||0||#i. Pour cela on développe l'énergie 
magnétique 



II»' 



i^(/)\\ 2 dxdy < 2 / \\i\?(f) + ~Â(f)\\ 2 dxdy + 2 / ~Â 2 \(f)\ 2 dxdy. (3.2.8) 
Jn Jn 

On majore le dernier terme en utilisant l'inégalité de Hôlder 

/ K'WdxdyK ||^||i 4 ||0||| 4 . (3.2.9) 
Jn 

Donc la norme L 2 de est contrôlée grâce à (3.2.6) et (3.2.7). 

La norme L 4 de est contrôlée ; il en est de même de sa norme L 2 . La norme 

H 1 de est donc contrôlée. CQFD 

Lemme 3.2.2 . Si f n —^f dans L 2 et si g n — > g dans L 2 alors f n g n — > fg 
dans L 1 . 

Preuve. On écrit simplement la différence 

J n \f n g n - fg\dxdy < J n \f n \ x \g n - g\dxdy + J n (f n - f)g dxdy 

< H/nlMb" - â'IU 2 + / n (/n - f)9 d xdy 

< sup n ||/„|| L 2||^ n - g\\ L 2 + J n (f n - f)gdxdy. 

(3.2.10) 
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On a sup n H/nlU 2 < oo car une suite faiblement convergente est bornée 
(cf [Br], III.5(iii)). 

Combiné avec le fait que g n tend vers g dans L 2 , cela implique que le terme 
Jn fn(g n - g)dxdy tend vers 0. 

Le terme f n (f n — f)gdxdy tend vers 0, en vertu de la convergence faible de 
/„ vers /. CQFD 

Lemme 3.2.3 . La fonctionnelle F\ t k((f>,~ct) est s emicontinue inférieur ement 
pour la topologie de la convergence faible sur V . 

Preuve. Soit (0„, ~ct n ) dans A convergeant faiblement vers (0, ~ct) dans A. Il 
faut estimer la limite supérieure de la quantité suivante 



F\ t k{4>n, ~ât n ) = lf n ||i V0 n || 2 + f Q Re i\?<f) n (f) n (Â + d 

+ \ LA + ^n) 2 |0n| 2 + \ / n (A - |0„| 2 ) 2 + f J n | rot 



n/fn 
2 

a 



2 

(3.2.11) 

Pour la topologie faible de if 1 , on a 

~" i (3.2.12) 



Grâce au théorème 2.2.3, on a, pour tout p G [l,oo[, la convergence forte 
suivante : 

4> n -> 4> dans L p , , g 2 ^ 

~ct n — > ~ct dans L p . 

Cela entraîne donc trivialement 

/ (A — |0 n | 2 ) 2 ctofo/ — > / (A - |0| 2 ) 2 cfa;A/. (3.2.14) 
in Jn 

La convergence forte (3.2.13) combinée au lemme 3.2.2 entraîne aussi la con- 
vergence du terme suivant 

jT ô? + 7?„) 2 |0 ît | 2 -> y A + ^) 2 |0| 2 - (3.2.15) 



La propriété (3.2.12) entraîne, pour la topologie faible de L 2 



rot a n — 1 rot a . 



(3.2.16) 
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La norme ||.||z,2 : L 2 i— > K. est semicontinue inférieurement pour la topologie 
de la convergence faible sur L 2 (cf [Br]). Donc on obtient la semicontinuité 
de certains termes de la fonctionnelle 



1^011 

L 2 < lim n ||i V0 n || L 2, 
| rot ~ê?||i,2 < lira || rot 7f n || L 2. 



(3.2.17) 



On doit prouver une continuité forte sur le terme J n 2Re[0(A o + ~c?)iV0] 
pour ensuite obtenir une semicontinuité de la fonctionnelle. 
Les sections ~ct n (respectivement <f> n ) convergent dans L A vers ~ct (respec- 
tivement 0). Donc le produit 4> n ~à^n converge vers (put dans L 2 en vertu de 
l'inégalité de Hôlder. 

L'application du lemme 3.2.2 avec f n = <f> n ( A + ~ct n ) et g n = V ' § n entraîne 
la convergence de la suite J n 2 ~Re[(p n (Ao + ô^). i^(j) n }. CQFD 

Théorème 3.2.4 . La fonctionnelle F\^(4>,~ct) atteint son minimum sur A. 

Preuve. Soit F min = mî,^-^-,Fx j k(4 > i~^) l'infimum de la fonctionnelle sur 
l'espace A. Cet infimum existe car la fonctionnelle est positive. Par définition, 
il existe une suite de (<p v , Ht„) G A telle que 

F m i n = lim F x , k ((f>v,~iïv)- (3.2.18) 

V— >oo 

Le lemme 3.2.1 nous dit que cette suite est bornée dans A. Il existe donc 
(0, lî) G A qui soit valeur d'adhérence de la suite 7f j,) pour la topologie 
faible de A. Puisque la fonctionnelle F\ t k est semicontinue inférieurement 
pour la topologie de la convergence faible, F Ajfc (0, 7?) < lim ,, Fa ,k(<f>v, ~ô?v) et 
donc F min = F\ t k(<j), ~ct) ; l'infimum est donc un minimum. CQFD 



3.3 Régularité des solutions 

On montre ici que les couples minimisants la fonctionnelle F\ ^ vérifient un 
système d'équations aux dérivées partielles et que les solutions de cette équa- 
tion sont C°°. 

On utilise pour cela l'ellipticité du système d'équations avec le théorème 
suivant. La notion d'ellipticité utilisée est celle de l'inversibilité du symbole 
principal avec une estimée sur l'inverse (cf [LM], p. 188). 
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Théorème 3.3.1 . Soit X une variété compacte sans bord; soient E et F 
des fibrés vectoriels C°° sur X et K un opérateur différentiel linéaire elliptique 
de V'(E) vers V'(F) d'ordre n > 0. Si f E V'(E) vérifie 

Kf G W^F) (3.3.1) 

alors f appartient à W^ +n (E). 

Preuve. Par le calcul symbolique, il suffit de montrer que, si U est un opéra- 
teur pseudodifférentiel elliptique d'ordre — n de F vers E et si fi G W^ +n (E), 
alors U(f 2 ) eW£(F). 

Le cas particulier où E et F sont égaux au fibré trivial R x X est traité dans 
le théorème 2.5 (p. 268) de [Tay]. 

En combinant les résultats de ce livre (en particulier la proposition 4.5 p. 278 
de [Tay] qui concerne la régularité L p locale) avec les théorèmes du livre [LM] 
(p. 177), on obtient notre résultat. CQFD 

Théorème 3.3.2 . La fonctionnelle F\^ est C l et on a, en tout point (0, ~ct) 
de A, et pour tout (<f)', ~ct r ) G T^-^.A (identifié à A) : 

^7?)^(0^^ , ) = LRe[?{[^ + l o +J] 2 0-(A-|0| 2 )0}] 
+ / n ^'{Re[0(iV r 0+ (1 + -£)(/>)] + k 2 LHt} 

(3.3.2) 

où T^-fî^A est l'espace tangent, D ^^^F\,k es t la différentielle de F\k et L 
est défini en (3.1.4)- 

Preuve. Nous allons montrer que la fonctionnelle est dérivable au sens de 
Fréchet et on notera la différentielle DF. 

Soit (0, Ht) G A et (</>', ~ct') un élément de l'espace tangent T,^-^,A qui 
s'identifie à A. On omet dans cette démonstration la référence à (À, k) dans 
F\,k- 

On donne tout de suite l'expression de la différentielle, et on vérifiera un peu 
plus loin que c'est bien la différentielle au sens de Fréchet 

L>F (07f) (0',7?') = f n Re{W7+W}-^<P + ^]} 

+ J^Prot Tf'rot 7?-Re[0'(A- |0| 2 )0] (3-3.3) 
+ J^'Re[0(^0 + X/>)] 
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avec A = A + Ht . 

Une intégration par partie donne une autre forme à ces équations : 

+ /^'{Re [0(^0 + ^0)] + k 2 LHt}. 

(3.3.4) 

Pour tout (0, Ht) G A l'application DF^ -g est continue pour la norme de A, 
il suffit d'appliquer les estimées L p (2.2.3) et l'inégalité de Hôlder. 
On introduit la variation seconde W de F : 

F(0 + 0', 7? + Ht') = F(0, 7?) + DF^tf, -et') + W. (3.3.5) 

On peut alors calculer explicitement W 

W =j n Re[7? , 7 {ï^(0 + 0') + (1 + 7?)(0 + 0') + 7?'0}] 

+ f n \\\V^4f + + 7?)0' + 7?'0|| 2 + il^Vl 2 (3-3.6) 

En utilisant les inégalités de Sobolev du théorème 2.2.3 et l'inégalité de 
Hôlder, on obtient l'estimée suivante 

\\W\\ H i < (\\<j/\\ H i + \\nt'\\ Hl ) 2 C(\\<f>\\ H i, llôll^, H'Wm, W^'Whi). (3.3.7) 

Dans l'équation (3.3.7), C(a,/3, 7, 5) est une fonction continue de a, (3, 7 et 
S. Par conséquent, la fonction F Xjk est de classe C 1 . CQFD 

Remarque 3.3.3 . On peut en fait montrer que Fx t k est indéfiniment 
Fréchet dérivable. En particulier la différentielle seconde (D -F\,fc)(0 ~ôt) es ^ 
définie par 

A x A i-> R 

(0i, 7?i),(02,7? 2 ) i-> f + ^Â] 2 (/) 2 } 



+2Re[ f Q [ct 20i + Ht i0 2 ].(^0 +}t0)] 
+ / n -(A - |0| 2 ) Re 0i02 + 2 Re(00 2 ) Re(00 
+ f n Ht i.T? 2|0| 2 + /c 2 rot 7?i rot 7? 2 - 




On définit l'espace 

(0,7?)GiJ 1 ( J Ei)xiJ 1 (M 2 //:,R 2 ) ï 
awee 0(z + Ui) = e^^-^V^) 
e£ Ht C-périodique. 
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(3.3.8) 



(3.3.9) 



On a enlevé à la définition de A (2.4-31) les contraintes f n Ht = et div ~ct = 
0. 

Proposition 3.3.5 . L'espace Hq(M. 2 /£) est l'espace des fonctions péri- 
odique de moyenne nulle sur Q et de classe H 2 . On définit l'espace A' = 
A x H 2 (M?/jr,R) x M 2 . L'application 



S: A' i-> 

(j)( z _|_ ^ e if{z+t)+in[t x y-t y x] 
{(f),-àt,f,t) ^ I . , . / -t„ 




(3.3.10) 



es£ bijective. Par ailleurs F\ t k{S((f),~at , f,t)) = F\ t k(<f>,~ët)- 

Remarque 3.3.6 . L'application S n'est pas différentiable au sens de 
Fréchet car elle contient des translations qui ne sont pas différentiables. 

Preuve. Montrons que l'application S est bien à valeur dans Ai. Soit 
(<j/,lt') = S(</>,~ct,f,t) ; on a 

(j)'Ç z + ti) = 4>(z + t + t i )e i ^ z+ti+ ^ +i7r ^ tx< - y+ti ' yS, ' tv ^ x+ti ' x ^ 

— (j)^ z _|_ ^ e i^[ti,x(y+ty)-ti,y(x+t x )] e if(z+t)+iTr[t x y-t y x]+iTr[t x ti : y-tyti iX ] 

— (p^ z _|_ t\ e ift[ti, x y—ti,yx] e iTr[ti, x ty—ti !y t x ] 
e if(z+t)+i-7r[t x y-tyx]+i-7r[t x ti : y-tyt i:X ] 

— (J)^ z _|_ ^ e i^[ti :X y-ti,yx] e if(z+t)+iir[t x y-tyx] 

= (f)' ( z }e ilï ^ tl > xy ~ tl ' yX ~\ 



donc 0' G H 1 (Ei). Pour 7?' la vérification est triviale. 
On a facilement en intégrant ~ct' sur Q la relation 



(3.3.11) 



7?' = 2tt ^ f * w j . (3.3.12) 
La divergence de ~ct' vérifie 

div 7?' = Af(z + t). (3.3.13) 

La fonction / est de moyenne nulle sur f2 et est périodique. On peut donc 
par le lemme 3.1.9 inverser l'équation précédente avec t donné par (3.3.12) : 

A _1 [div Ht'](z-t) = f(z). (3.3.14) 
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où A 1 est l'application 

A- 1 : L 2 (M 2 /£,M) h- H%(R 2 /C, 



f ^ S""^/). (3.3.15) 
On a donc une fonction réciproque de S. 

Calculons maintenant l'énergie de (0', 7?') ; on a la formule de changement 
de jauge 

-rf( z + t)+^f(z + t)+Tr^~ ty ^ = lt'-^u (3 ' 3 ' 16) 

avec u(z) = 7i[t x y — xt y ]. Cela nous donne donc 

F x<k ( ( p',lt') = F x ^(z + t)e^ +t \lt(z + t) + ^f(z + t)+n^ "*» )). 

(3.3.17) 

L'intégrande de F\ k est périodique selon le réseau C. Puisque 



18) 



(l + -ct(z + t) + ^f{z + t)+ir^ t ty ^J) = (2 + ^ + ^f)(z + t) (3.3. 
on obtient l'égalité 

F x 4d>(z+t)e if ^ +t \-ct(z+t)+^f(z+t)+7r(^ ) ) = F A , fe (0e^, 7? + ^/). 

(3.3.19) 

Par changement de jauge on obtient 

F x , k (<t>e if , -ct + Vf) = F A)fc (0, 7?) (3.3.20) 

Ces trois égalités nous donnent le résultat. CQFD 

Théorème 3.3.7 . Si (0, 7?) G .4. es£ ttn point critique de la fonctionnelle 
F\,k, alors le couple vérifie les équations 

f + 1 + 7?] 2 = (A - |0| 2 )0, ^ 3 2 

\ -rot*rot7f = ^ Re[0(i^0 + (Â + 7f)0)]. 

Remarque 3.3.8 . -En particulier si (0, 7?) G .4 minimise la fonctionnelle 
F Xt k alors il vérifie les équations (3.3.21). 
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Preuve. Si (0, Ht) G A est un point critique pour F\ k défini sur l'espace A, 
alors on a pour tout (0', Ht') G .4 

= f Q Re[W{[tf + A + ^)] 2 0}-(A-|0| 2 )0}] 

+ / n 7?'{Re[0(i^0 + (^0 + ^)0)] + ^^}. j 

On peut donc affirmer que 

(Â + ^)] 2 - (A - |0| 2 )0 G (// 1 (^i)) ± 
Re[0(^0 + (X + ^)0)] + k 2 LHte (H^iR'/C, K 2 ))^ 



(3.3.23) 



Puisque (if 1 (£'i))- L = {0} on obtient la premère équation 

+ (^o + 7?)] 2 - (A - |0| 2 )0 = 0. (3.3.24) 

Cependant (_£^ iv (IR 2 /£, R 2 ))- 1 n'est pas réduit au potentiel nul. Par exemple 
tous les champs constants sont dans cet espace, il nous faut donc réfléchir un 
peu plus ; on pose 

V = Re[0(iV^0 + (Â + Ht)(f))} + k 2 L Ht. (3.3.25) 

On peut écrire 

\t = j? + ^ + \f f (3.3.26) 

avec ~i G H^ v0 (M. 2 /jC, K 2 ), / G H 2 (M. 2 /c,R), f Si f = 0etït est un vecteur 
constant. 

Remarque 3.3.9 . Il s'agit en fait d'une décomposition de Hodge (cf [G H], 
p. 84). 

Cette écriture se trouve facilement en dérivant 

divV^ = A/ (3.3.27) 

que l'on inverse facilement en utilisant le lemme 3.1.9, on décompose ensuite 

V-^f (3.3.28) 

en un champ constant plus un champ d'intégrale nulle. 

Le couple (0, ~~ct) appartient à l'espace A ; donc, puisque le couple (0, Ht) est 

critique, on obtient en utilisant l'expression différentielle (3.3.2) 

~ct.V = 0. (3.3.29) 
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L'expression différentielle (3.3.2) est aussi valable sur A2, on obtient alors si 
u E M : 

F x , k {<t>é uf , -ct + u$f) = F x>k (<j>, -et) + u [ V.Vf + o(u). (3.3. 

JQ, 



Or on sait depuis la proposition 3.3.5 que 

F Aife (0e M/ , -et + uVf) = F A , fc (0, 7?). 

On obtient donc 

Jn 

Cela nous donne donc 

/ (V = 0. 

Jn 

Le champ est d'intégrale nulle, cela nous donne 

|V"-^|| 2 = 0. 



On a donc , le champ est constant. 

On pose 

((j)t,~ûtt) = S(<f>,lt,0,t) 



= (<p(z + t)é^ y - xt y\^t(z + t) + 2tt y ). 



La propriété d'invariance de la proposition 3.3.5 nous donne 

F\,k{<t>t, ~ctt) = F x ,k((f>, ~ct)- 
L'intégrande est périodique selon C et 

(l + l? t )(z) = (Âo + lt + Tr(~* v ))(z + t) 



on obtient donc 

F x ,k{4>t, ~ott) 



F x , k (<l>e in[txy ~ xtv] ,~ct + ir[ p ))• 



30) 

(3.3.31) 
(3.3.32) 
(3.3.33) 

(3.3.34) 



(3.3.35) 



(3.3.36) 



(3.3.37) 



(3.3.38) 
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L'expression différentielle (3.3.2) nous donne 

F x , k (<f>e^y-^,lt + tt ( -*» ) ) = F x 4<p, Tt) + J^[-*vyt + o(|*|) 

(3.3.39) 

En combinant les équations (3.3.36), (3.3.38) et (3.3.39), on obtient 

n(~ ty Yl = (3.3.40) 



pour tout complexe t G C. Cela ne peut être possible que si X = et donc 
F 0. CQFD 

Les deux équations (3.3.21) sont appelées équations de Ginzburg-Landau. 
Le résultat suivant est très classique. 

Théorème 3.3.10 . Si un couple (<f>,~ct) est solution des équations (3.3.21) 
alors ce couple estC°° . En particulier les couples minimisants la fonctionnelle 
F X:k sontC°°. 

Preuve. 
l ere étape : 

On va prouver que (0, T?) est C°° en montrant que Wn G N, (0, T?) G 
# n (£i) x iï£ v0 (K 2 /£;R 2 ). On conclut ensuite grâce aux théorèmes d'in- 
jection de Sobolev. 

Le système elliptique dont on souhaite montrer la régularité est le suivant 

f H<j> = 0(AH0| 2 )-27?.^0 + ^o0)-ô >2 r „„ 4n 
\ AT? = ^Re[0(^0 + ^0)] + ^T?|0| 2 . K " ] 

On a utilisé le fait que div T? = pour remplacer rot* rot par —A et pour 
développer [i V + A + T?] 2 . 

Il n'est pas clair à priori que le membre de droite de l'équation (3.3.41) ap- 
partienne à L 2 , ce qui est pourtant le moyen le plus simple pour montrer que 
(0,7?) G # 2 . 
2 eme étape : 

Si (0,T?) G #\ alors (0, T?) G wj*. 

En effet une application répétée de l'inégalité de Hôlder permet de prouver 

3 

que le membre de droite de l'équation (3.3.41) appartient à L*. 
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L'équation (3.3.41) nous dit alors précisément que H<p et L~ct apparti- 

3 

ennent à La. Ensuite on applique le théorème 3.3.1 pour obtenir que 

((f>,lt)eW* xW*. 
3 eme étape : 

On échange la régularité contre un contrôle en norme L p . 
Le théorème 2.2.3 nous donne l'inclusion 

W? C L 6 . (3.3.42) 

L'inclusion (3.3.42) prouve que (4>,~ct) G Wf. Cette inclusion de Sobolev est 
décisive car elle va nous permettre de montrer que le côté droit de l'équa- 
tion (3.3.41) appartient à L 2 , ce qui nous manquait au début. 
4 eme étape : 

On prouve que (<f>,~ct) G H 2 . 

Par la régularité elliptique, il suffit de prouver que le membre de droite 
de (3.3.41) appartient à L 2 . On utilise pour cela les inégalités de Hôlder 
et les résultats précédents 

j^HtJV^dxdy < ||V0||ie||^|||3 

f n \\cf>V<f>\\ 2 dxdy < H^lHelHIia. 1 ' ' ' 

Les autres termes ne posant pas de problème nouveau, nous ne les écrivons 
pas. On a donc prouvé que (0, ~ct) G H 2 . Une application du théorème 2.2.3 
nous donne que (0, Ht) G L°°. 
5 eme étape : 

Supposons que ((f>,~ct) est de classe H n+1 avec n > 1. 

Soit D n un opérateur différentiel d'ordre n, on l'applique aux équa- 
tions (3.3.41) 

f D n [H<j>] = -2-ct.W n (^(f>) + P n (<j>,-ct) 

\ D n [-A~ct] = ^Re[<jnD n (^(f>)]+Q n {(j>,-€t). l '' } 

Les termes P n (<j>, ~ct) et Q n (<f>, ~ct) désignent des polynômes en les n premières 
dérivées de (f> et Ht . Donc tous les termes des deux polynômes appartiennent 
à H 1 donc à L p pour p < oo. Donc P n et Q n sont de carré intégrable grâce 
à l'inégalité de Hôlder. 

Le couple (<f>,~ct) appartient à L°° . La section D n (tf<f>) appartient à L 2 par 
l'hypothèse de récurrence, le membre de gauche de l'équation (3.3.44) appar- 
tient alors à L 2 . 
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D'après la définition 2.2.1 des espaces de Sobolev, H<p et — A ~ct appartien- 
nent à H n . 

L'ellipticité des opérateurs H et —A nous donne (0, Ht) G H n+2 x H n+2 . Par 
récurrence (0, ~ct) est de classe H n pour tout n donc C°°. CQFD 



3.4 Propriétés du minimum de la fonctionnelle 

F\,k 

On montre dans cette section divers résultats sur les minimums mp et m D 
définis à l'équation (2.4.18) des fonctionnelles F\ k et D\ k définies aux équa- 
tions (3.2.1) et (2.4.17). 

On utilisera les propriétés 2.4.15 de tïif et mo- Commençons par un résultat 
asymptotique. 

Lemme 3.4.1 . Pour tout k > 0, on a les limites suivantes 

lim A _ +00 m D (A, k) = 

lim^oG^ t (^) = % ^ ^ 



Preuve. En revenant aux définitions (2.4.17) et (2.4.18), on a l'égalité 

m D (X,k) = min^^^^ll^+^o + T?)^!! 2 

+ Li(l-M 2 ) 2 + fi|rot7?| 2 . 1 • • } 

L'ensemble des zéros de <f>o est zç, + C et ils sont tous de multiplicité 1 
(cf proposition 3.1.6). On peut donc choisir un domaine fondamental Q! tel 
que 0o possède un unique zéro dans l'intérieur de Q! et ne possède pas d'autres 
zéro dans Q'. 

Soit fs la fonction définie sur M. 2 privée de B(z , S) et de ses translatés et de 
valeur j^^yj ■ La fonction fs est ^-périodique et de norme L°° bornée par y. 
On ne peut pas à priori prolonger fs en une fonction ^-périodique C°° sur 
M 2 encore notée fs de norme y. Cependant on peut le faire si on autorise 
une norme légèrement plus grande, ^±1 p ar exemple. 
On a alors l'estimée 

/ {l-\fsM 2 f = 0{6 2 ). (3.4.3) 
Pour tout e > 0, il existe donc une section e de classe C°° vérifiant 

/ (l-|0e| 2 ) 2 <e. (3.4.4) 

JCl' 
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Pour toute section G H l (Ei), on a : 

lim / i-||i^0 + ^ o 0|| 2 = O. (3.4.5) 
A ^°° Jn> z * 

II existe donc Ajw(e) > tel que, VA > Am(c), 

/ tttII^ + ^o4 f <e. (3.4.6) 
On obtient donc, VA > Am(c) : 

< ^m F (A, k) < ^F A , fe (0 e , 0) < ^e. (3.4.7) 

On a donc bien la limite voulue. La deuxième limite provient de l'égalité 

GÏ, He jH mt ) = m D (^, k) + \{H int - H ext f. CQFD 

Le théorème ci-dessous utilise des idées de [BR], p. 253; la seule dif- 
férence est que l'on opère sur une variété compacte. 

Théorème 3.4.2 . Si un couple (0, ~ct ) est solution des équations (3.3.21), 
alors la fonction vérifie l'inégalité : 



/ 2irk 

101 " ^ = V H~t (3A8) 

Remarque 3.4.3 . Pour le problème initial introduit en (2.1.4), l'inégalité 
s'écrit |0| < 1 et résulte des transformations (2.4-19) et (2.4-20). La densité 
d'électrons supraconducteurs n = |0| 2 est donc bornée par 1. 

Preuve. La fonction |0| 2 définie sur M 2 est ^-périodique et définit par passage 
au quotient une fonction sur K 2 /£. On va montrer qu'aux points où |0| 2 est 
maximum l'inégalité (3.4.8) est vérifiée. L'équation (3.3.21) peut s'écrire 

-A0 + 2iX\f0 + ~Â 2 <f) = 0(A - |0| 2 ). (3.4.9) 
On calcule maintenant le laplacien de |0| 2 comme dans l'article [BR] . 

A|0| 2 = 0A0 + 0A0 + 2||V r 0|| 2 

= -2|0|_ 2 (A-|0| 2 ) + 2^ 2 |0| 2 ,„ 4im 
+ 4Re[0^i^0] +2||îV r 0|| 2 1 ' ' 

= -2|0| 2 (A-|0| 2 )+ 2||^0 + ^0|| 2 . 
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Soit z un point de K 2 /£ où la fonction |(/>| 2 atteint son maximum. On obtient 
alors [A(|0| 2 )](^) < 0. Donc, par le calcul (3.4.10), on a \<\>\{z) < V\ et, 
puisque z est un maximum, l'inégalité est vraie partout. CQFD 

Théorème 3.4.4 . On a, pour tout A, A' G (M+) 2 , l'inégalité 

\(m F (X, k) - ^) - (m F (\', k) - ^)| < i|A - A'| max(|A|, |A'|). (3.4.11) 

En particulier la fonction m F est continue par rapport à A (localement lips- 
chitzienne) . 

Preuve. On a l'égalité suivante 

- t) - (^,*(^ ^) - x } = 4 (A " A ' } / l0 ' 2 - (3A12) 

Soit (0, 7? ) un couple qui minimise la fonctionnelle Fa^, un tel couple ex- 
iste grâce au théorème 3.2.4. On a alors la relation suivante qui découle du 
théorème 3.4.2 

\(m F (X,k) - ^) - (F A , fc (0,7#) - ^)| < ||A - A'|A. (3.4.13) 
Par conséquent 

(FxM, It)-^)- (m F (X, k) - ^) < i|A - A'| max(|A|, |A'|). (3.4.14) 

De par la définition de m F (X' , /c) comme minimum de Fy^, on déduit 

A' 2 A 2 1 

(m F (\' , k)-—)- (m F {\, k) — — ) < -|A — A'| max(|A|, |A'|). (3.4.15) 

On intervertit A et A' et on obtient l'inégalité (3.4.11). La continuité de m F 
découle trivialement de cette inégalité. CQFD 

Remarque 3.4.5 . Nous prolongeons la fonction G\ Hext (Hi n t) en par con- 
tinuité en posant : 

GUJO) = (3.4.16) 
Théorème 3.4.6 . Il existe un champ Hf nt > tel que : 

£k,H ext = G ï,H ext ( H int)- (3.4.17) 
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Preuve. Si l'on revient à la définition (2.4.29) et utilisant la positivité de -F A fc , 
on a l'inégalité évidente 



Gl He jH int ) > \(H mt - H ext f. (3.4.18) 



2 

Par conséquent : 



lim . G v k „ e jH mt ) = +oc. (3.4.19) 



La fonction 

[0,+oo 



est continue et tend vers +oo en +oo. 

Par conséquent, elle atteint son minimum £^ H ext en au moins un point de 
[0,+oo[. 

Si H ext = "ifS alors le minimum est atteint en iîj ni = et cette énergie 
peut être atteinte par l'état pur. 

Si £kH ext = \i alors le minimum de G\ Hext (H int , 0, Ht) est atteint par H int = 
Hext et (0, Ht) = (0, 0) ; l'énergie du supraconducteur peut être atteinte par 
l'état normal. 

Dans les autres cas, l'énergie minimale £\ ' # est atteinte par un état mixte 
de la forme (H int , 0, Ht) avec (0, Ht) ^ (0, 0). CQFD 

Remarque 3.4.7 . Comme souvent dans les transitions de phase, il existe 
certains cas où la même énergie minimale peut être atteinte par deux états 
différents. Ce cas se produit effectivement dans notre étude, comme on peut 
le voir au lemme 5.1.6 ou au théorème 5.1.7. 

Lemme 3.4.8 . Si (0, Ht) G A vérifie : 

/ | rot Ht\ 2 = et / ||f^0 + ÇÂ Q + Ht)(f)\\ 2 = (3.4.21) 
Jn Jn 

alors — et Ht = . 

Preuve. Par la proposition 3.1.10, on a Ht = ; il reste donc l'équation 

(#0,0) = [ ||î^0 + ^ o 0|| 2 = O. (3.4.22) 
Jn 

Puisque est de carré intégrable, on peut effectuer un développement de 
sur les fonctions propres normalisées définies au théorème 3.1.1 : 



oo 



= ^^, (3.4.23) 



i=Q 
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on a alors 



(#0,0) = (E î =o a i if ^'E î ^o a ^) 

= (E^o"^ + 4 ™)<^E^0«^> ^ 4 94ï 

= E î =ol« î | 2 (2vr + 4^)(0 Î ,0 Î ) [6A - 1 ^ 
= E î =ol« î | 2 (2vr + 4^). 

Cette quantité ne peut être nulle que si pour tout i > 0, = 0, c'est à dire 
= 0. CQFD 

Lemme 3.4.9 . Si le couple (0, ~ct) G A vérifie les équations de Ginzburg- 
Landau (3.3.21) et n'est pas identiquement nul alors ~ct n'est pas identique- 
ment nul. 

Preuve. Par le théorème 3.3.10, le couple (0, ~ê?) est C°°. Supposons par 
l'absurde que ~ct = ; on a alors 

Re 0[i^0 + l^o0] = 0. (3.4.25) 

La fonction n'est pas identiquement nulle ; par conséquent l'ensemble 

C = {z e VI tel que (f)(z) ^ 0} (3.4.26) 

est un ouvert non vide. 

Soit donc B(z a ,ô) une boule incluse dans C ; si ô est assez petit, alors on 
peut écrire sur B(z a ,ô) 

4>{z) = r(z)e ie{z) (3.4.27) 

avec r et 9 fonctions réelles de classe C°° et r > 0. 
Réécrivons l'équation (3.4.25) avec l'écriture (3.4.27) ; on a 

= Re0[i^0 + ^ o 0] 

= Re re~ w< -^ [i{^re id + ir^9e ie } + ~Â re id ] 

= Re r[i{$r + ir^9} + ~Â r] (3 4 28) 

= Re r[i^r — r^9 + A or] 

= r[-r\?9 + ~Â r] 

= r 2 [-^9 + l ] 

On obtient donc l'égalité A = ^9 car r > 0. 

En appliquant le rotationnel, on obtient rot ^9 = 27T, car d'après (2.4.14), 
rot A = 2tt. C'est absurde car rot ^9 = et donc = 0. CQFD 
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Proposition 3.4.10 . Soit k' > k ; si ((f>k,~ctk) minimise F xk et (</>&', ~ôV) 
minimise F x ^ , alors on a l'inégalité : 



rot ~ct k >\ 2 < / |rotâ> fc | 2 . (3.4.29) 
In 



Si de plus )71f(A, k) < —, alors l'inégalité est stricte. 

Preuve. Montrons la première assertion. Supposons par l'absurde que 
f n | rot "cffc'| 2 > f n | rot ~~ct k \ 2 ; on a 



> F x>k ((f) k ,, ôV) + f n | rot ~t k \ 2 

> Fx,k(<Pk,^k) + h ^r- f n l rot ~^k\ 2 

> F x ,k>{(f>ki~iïk)- 



(3.4.30) 



Par conséquent, le couple (<f) k >, ~ct k i) ne minimise pas la fonctionnelle, ce qui 
est absurde. 

Montrons la deuxième assertion, puisque mi?(À, A;) < ^- on a (4> k ,~CL k ) ^ 
(0, 0) ; donc par la proposition 3.4.9 le champ Ht k est différent de 0. 
Supposons par l'absurde que f n | rot ~ct k >\ 2 > j n | rot ~ct k \ 2 ; on a 

m F (X,k') = F x ,k>{(i>k'i~iïk') 

= F x>k ((f) kl , ~a1 k ,) + / fl | rot ôV| 2 

> ^A^^feO + fif Ll rot ^l 2 ( 3 - 4 - 31 ) 

> F Xjk ((f) k ,-ct k ) + ^y^^ |rot ^ k \ 2 

> F x ,k>{.<Pk,~iïk)- 

Par conséquent, le couple (<j) k , ~ct k ) minimise aussi la fonctionnelle F x ^ ; on 
a alors par les équations de Ginzburg-Landau 



L~ct k = -^Re 4>k{i^4>k + (~Â_o + ~ctk)4>k) 
î 

' k' 2 



k- '_Z2 —± '" v (3.4.32) 



Puisque A;' > A;, on obtient Llf & = ; donc ~~ctk = car L est injectif (cf 3.1.8). 
C'est absurde. CQFD 

Théorème 3.4.11 .(Comportement par rapport à k demp) Lafonctionk h- > 
mi?(À, /c) esi monotone croissante. De plus 
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- Si m F (\, k) — ^ alors 

\2 

VA;' > k, m F (\, k') = — . (3.4.33) 

- Si m F (\, k) < ^ alors 

VA;' > k, m F (\, k') > m F (X, k). (3.4.34) 

Preuve. La fonction 



\ k {^) = ! ^0+a o + ô>)0|| 2 + (A ] 0|2)2 +y|rot7f| 2 (3.4.35) 



est croissante par rapport à k par conséquent la fonction m F est également 
croissante par rapport à k. 

Montrons le premier résultat ; si k' > k, on a par les hypothèses et le raison- 
nement précédent 

À 2 

m F (X, k) — — et m F (X, k') > m F (X, k). (3.4.36) 
Or m F (\, k') < ^ par la proposition 2.4.15 ; par conséquent, on a 

\2 

VA;' > k, m F (\,k') = — . (3.4.37) 

Montrons le second résultat : Si m F (\,k') = ^ alors on a le résultat. Si 
m F (\, k') ^ j on a par la proposition 2.4.15 

m F (X, k') < — . (3.4.38) 

Il existe un couple (<f> e , al) G A qui est forcément différent du couple nul tel 
que m F (\,k') = F Afc /(0 e , ô^). Ce couple vérifie les équations de Ginzburg- 
Landau. 

Le lemme 3.4.9 implique que le champ al est différent de 0. 
On a alors 

m F (X,k') = F x ,k'(^e,âl) (3439) 
> F Xtk ((j) e ,âl)>m F (\,k). 

On a bien le résultat voulu dans les deux cas. CQFD 
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Théorème 3.4.12 . (Comportement par rapport à X) 

La fonction A h- > mu(A, fc) es£ monotone décroissante. De plus 

- Si mo{\,k) = \ alors 

VA' < À, m D (X', k) = ^. (3.4.40) 

- Si m,D(\ k) < \ alors 

VA' < À, m D (\', k) > m D (\, k). (3.4.41) 

Preuve. On a 

m D (A,*)= inf / ^-||^+ao + ^)0H 2 + i(l-|0| 2 ) 2 + ^|rot7f| 2 . 

(3.4.42) 

L'expression à l'intérieur du minimum (cf (2.4.17)) est décroissante par rap- 
port à À ; il en est donc de même du minimum. 

Montrons le premier résultat. On sait que la fonction m D (\,k) est décrois- 
sante par rapport à A donc 

VA' < A, m D (X', k) > -. (3.4.43) 

Mais on sait (cf 2.4.15) que 

VA' > 0, m D (X',k) < (3.4.44) 

Les équations (3.4.43) et (3.4.44) impliquent donc une égalité. 
Supposons maintenant que mo{\k) < \. 

On sait par le théorème 3.2.4 qu'il existe un couple (0 e , al) G A tel que 

m D (X, k) = D x>k ((f) e , âl). (3.4.45) 

Le minimum de la fonctionnelle est alors atteint sur un couple différent 
du couple (0, 0) puisque si c'était le cas, on aurait tod(A, k) — \. 
On a alors par la contraposée du lemme 3.4.8 

$ ÇÏ ¥$4>e + A + ô^)0e||VO (3.4.46) 
ou J n | rot âl\ 2 7^ 0. 
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Une inspection de la formule (2.4.17) nous montre que D\ tk ((f),~ct) est alors 
strictement décroissant par rapport à À. Soit À' < À, on a alors 

m D (X',k) = mî {4> -rf )eA Dx ;k ((f),-iï) 

= D x ,j(<f> e X) ( 3 - 4 - 47 ) 
> D x ,k{(t>eXe)>m D (\k). 

On a donc bien montré qu'il y a une stricte décroissance. CQFD 

Théorème 3.4.13 . Si le champ Hf nt réalise le minimum de la fonction 
H int i-> Gl Hext {H int ), alors Hf nt < H ext 

Preuve. Par le théorème 3.4.12, la fonction 

H int ~(^) 2 m F (^,k) (3.4.48) 
H int 

est une fonction croissante par rapport à H int . 
Par conséquent, la fonction 

j [0,+oo[ i-> R 

l H mt „ Gl He jH mt ) = (^fm F (^k) + \(H mt -H ext f 

(3.4.49) 

est strictement croissante sur l'intervalle ]H ext ,+oo[ comme somme d'une 
fonction croissante et d'une fonction strictement croissante. Donc le minimum 
de G\ Hext {H int ) n'est pas atteint sur cet intervalle; le minimum sur [0, +oo[ 
vérifie par conséquent Hf nt < H ext . CQFD 



3.5 Formule de Bochner-Kodaira-Nakano 

La fonctionnelle réduite lorsque k = prend la forme particulière suivante 

F x i(&7?)= /^||^ + A + ^)0|| 2 + j(A-|0r) 2 + 7|rot^| 2 . (3.5.1) 
^ Jn 2 4 4 

Dans cette section, on montre une formule de Bochner-Kodaira-Nakano 
(cf [De] pour des formules générales sur des fibrés de variétés complexes) 
qui va nous donner de très utiles renseignements. Cette formule est très clas- 
sique et est aussi appelée formule de Bogmol'nyi, Weitzenbock, Lichnerowicz 
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(cf [JT] et [Li]) selon les différentes écoles scientifiques. 
On introduit pour cela une nouvelle fonctionnelle 

A+(<f>, -et) = [ l-\D +( f)\ 2 + h rot X + rot 7? - (A - |0| 2 )| 2 , (3.5.2) 
Jn 1 4 

où 

D + (j> = 2L + <f) + (a y — ia x )(f> 

= ^ + i^ + A y <f>-iA x <f> (3.5.3) 

Le résultat suivant est fondamental. 
Théorème 3.5.1 . Si (0,7?) G A, alors 

F x ^_i_((f), ~ct) = Att - 7T 2 + A + (cf), ~ct). (3.5.4) 
Preuve. On fait le calcul sur les fonctions régulières et on conclut par densité. 



204+ -F) = f a [(%- iA x cf>){if y + A y <j>) + (g - iA x ct>){if y + A y <f>) 

- (rot ~Â)(\ - \(f)\ 2 )]dxdy + § rot ~Â | 2 - | rot 7f| 2 }eteeh/ 

= J n [i(px^dy(l> - dx<t>dy~4>) + {Ayfôzâ - A x ~cj)d y (f)) 
+ (A y (j)d x (f) - A x cf)d y (f)) + ^A^l^l 2 - 9 y A x |0| 2 ]da;tZy 

+ 27T 2 -27rA 

= | n i(9 x [H0] - d y \$d x <j>\) + ^[A,|0| 2 ] - d y [AM 2 } 

+ 27T 2 -27rA 

= / n d x y)(id y (f) + Ay4>)] - d y \4>(id x (j) + A x 4>)] 

+ 27T 2 -27tA 

= j n div îfecfy + 2tt 2 - 2ttA. 

(3.5.5) 

Le champ de vecteur 

est ^-périodique sur M 2 donc est bien défini sur K 2 /£. Par conséquent, la 
dernière intégrale est nulle puisque cet espace est compact sans bord. CQFD 
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Remarque 3.5.2 . Compte tenu de la positivité de A + , on a pour tout 
(0,0") G A 

F A i (0,7?)>A7T-7r 2 . (3.5.7) 

Le théorème 3.5.1 nous permet de donner des résultats très précis sur le 
problème réduit. 

Théorème 3.5.3 . Si k > et si A < 2ir alors 

A 2 

inf F A , fc (0,7f) = — . (3.5.8) 
(4>,a)eA 4 

De plus ce minimum n'est atteint que pour le couple (0,0). 

Remarque 3.5.4 . Le théorème précédent ne résout pas le problème 2-4-14- 
Ce problème sera résolu pour une large classe de cas dans les théorèmes 5.1.7 
et 5.3.5 et la démonstration n'utilisera pas le théorème précédent. 

Preuve. On utilise la fonctionnelle (3.5.2). 
On développe F\ t k '■ 

F X:k (<f>,lt) = ±(fc 2 -§)/Jrotl?| 2 + F Ai ^(0,l?) 

= \{k 2 - |)/Jrot ô > | 2 + A7r-7r 2 + A + (0,ô > ) 

= A7T-7r 2 + i/ Q (27r-A) 2 + 2(27r-A)(rot t + |0| 2 ) 

+ /„ | rot 7? + |0| 2 | 2 + |(A; 2 - \) J Q | rot 7f | 2 + \ f Q ||/J + 0|| 2 

= ^ + 2 J Q (2n - \)\^ 

+ j n | rot 7? + |0| 2 | 2 + ±(À; 2 - \) j Q | rot 7? | 2 + \ j Q ||/J + 0|| 2 

(3.5.9) 



Ce calcul nous donne si k > ^ et A < 2-k l'inégalité 

FxM^)>^- (3-5.10) 

Supposons que F A fc (0, ~ct ) = ^ ; alors la formule (3.5.9) nous donne les égal- 
ités suivantes : 

= (2tt - A) f n |0| 2 , 

= (A: 2 -i)/Jrot7?| 2 , 

= /Jrot7? + |0| 2 | 2 , V- b - LL > 



o = L 11^+011 



2 
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La troisième égalité implique 

rot 7f + |0| 2 = 0. (3.5.12) 
En intégrant sur fl, on obtient 

/ |0| 2 = - / rot ~ct = (3.5.13) 
Jn Jn 

et par conséquent = 0. 

Cette relation implique alors que rot Ht = ; la proposition 3.1.10 nous donne 

la dernière annulation ~ct — 0. CQFD 
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Chapitre 4 

La bifurcation d'Abrikosov 



Ce chapitre est consacré exclusivement à l'étude de la bifurcation 
d'Abrikosov. Dans la première section on définit la bifurcation et, dans les 
deux sections qui suivent, on étudie la stabilité de ce minimum. 
Dans la dernière section on étudie le comportement quand k tend vers oo des 
solutions des équations de Ginzburg-Landau et on montre que les solutions 
qui apparaissent sont les solutions bifurquées et la solution triviale. 

4.1 Réduction de Lyapunov-Schmidt et bifur- 
cation 

La bifurcation d'Abrikosov consiste à trouver les solutions des équations de 

Ginzburg-Landau dans un voisinage de l'état normal (H ext ,<f>,~ct). 

Pour cela on va d'abord étudier dans ce chapitre les solutions des équations 

de Ginzburg-Landau pour la fonctionnelle ; cette étude ne dépend pas de 

H ext mais de H int et k. On étudiera alors dans le chapitre suivant le minimum 

de 

Gl He jH mt ) = ±m F (\, k) + \{H mt - H ext f (4.1.1) 

avec À = jf^~ t - On montrera que l'hypothèse d'Abrikosov concernant les solu- 
tions minimisantes est pertinente dans un certain domaine du plan (k, H ext ). 
Par commodité on utilisera la variable À = qui est plus pratique pour 
écrire nos calculs. 

Commençons par déterminer la nature du couple (0, 0) du point de vue de 
la théorie de Morse. 
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Proposition 4.1.1 . Le couple (0,0) est un point critique pour la fonc- 
tionnelle F\ t k- Ce point est non dégénéré si et seulement si A 7^ 2n + 4nn 
(in e N). 

La forme quadratique D 2 F^ ^(S(j),Sa) est définie positive si et seulement si 
A < 2tt. 

Preuve. La différentielle première au point (0, ~ct) est la forme linéaire 

D^-ct)^'^') = / n Re[?{[iV + (l o + ^)M-(A-|0| 2 )0}] 
+ J n -ct'{Re[(/)(i^(f)+(lo + ~ct)(t>)] + k 2 L-ct} 

(4.1.2) 

où L est l'opérateur étudié dans la section 3.1.2. On a facilement 

D m F Xik = 0. (4.1.3) 

La différentielle seconde au point (0, ~ct) est la forme bilinéaire de A x A 
dans M définie par : 

(0!, ô\),(0 2 , ~ct 2 ) >-> J n Re{fi0 _+^] 2 <M_ 

+2 Re[/ n [É 2 <Pi + ô\0 2 ] -{^<P + ~&<t>)\ 

+ j n -(A - |0| 2 ) Re 0!0 2 + 2 Re(00 2 ) Re(#0 

+ i-"^2|0| 2 + ^ 2 rot ~ct 1. rot 7f 2 - 

(4.1.4) 



On a facilement 



£> 2 0i0) F Aifc : A x .A ^ R 

(0i,^i),(0 2 ,^2) - 4Re{0 1 (^ + l o ] 2 -A)0 2 } (4-1.5) 

+ J^&^rot ~cti rot 7f 2 . 

La forme quadratique associée D 2 Q0) F\^((J)' , ~ct ) a pour expression 



D (0,0) F *A<f>' a 



[ (f)'(0 + ^ ] 2 - A)0' + k 2 \ rot 7?'| 2 . (4.1.6) 



La famille (0 n )neN (cf 3.1.1) est une base hilbertienne de L 2 (Ei) formée de 
vecteur propres pour H. Si 

00 

n=0 
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alors cette forme quadratique peut s'exprimer sous la forme 



oo „ 

Df 0fi) F Xfk (<f>' , 7?') = ^(^) 2 (2tt + 4vm - A) + k 2 / | rot lf'\ 2 . (4.1.8) 

n=0 ^ U 

On sait que rot ~ct — équivaut à ~cf = (cf 3.1.10). La différentielle seconde 
est donc non dégénérée si et seulement si 2n + 4nn — A ^ (Vn G N). 
La différentielle seconde est positive si et seulement si 27r + Airn — A > 
(Vn G N), c'est à dire À < 2ir. CQFD 

On va maintenant étudier ce qui se passe au voisinage de À = 2n. 
Tous les calculs que nous effectuons sont pour (0, ~ê?) dans A. Pour k > 
fixé, on va montrer qu'il existe une courbe de couples À h- > (0(A), ~c?(A)) 
solution des équations (3.3.21) qui ne soit pas C°° en 2n. Ces couples seront 
dits bifurqués et on dira qu'il y a une bifurcation en 2n. 
Cette étude a été entreprise pour la première fois par Odeh dans [Od2]. Mal- 
heureusement ces premiers travaux souffrent d'un défaut de rigueur, aucun 
espace fonctionnel n'apparaissant très nettement dans la démonstration. 
Dans la suite de cette section, on écrit 

= «0o + 9 où 9 e <fà , s 

A = A + e = 27r + e. { > 

La valeur propre Ao vaut 2tt et a été introduite au théorème 3.1.1. Puisque l'é- 
tude se fait au voisinage de A = A , on a isolé la composante sur O de 0. Dans 
notre cadre les physiciens appellent cette décomposition « l'approximation 
du premier niveau de Landau ». Dans d'autres contextes, c'est la méthode 
de Lyapunov-Schmidt (ou encore la méthode de projection de Feschbach, ou 
la méthode dite du problème de Grushin). 

Remarque 4.1.2 . Le paramètre a est a priori complexe, mais on voit 
facilement que l'on peut se ramener à l'étude du cas où a est réel, car si 
le couple (0, "c?) est solution des équations (3.3.21) et eu G C avec \u\ = 1, 
alors le couple (u(f>,~ct) est solution de la même équation. On parle d'action 
de S 1 laissant invariante la fonctionnelle. Si on prend a réel on obtiendra 
des solutions par paires car si (0, ~ct) est solution alors (—0, ~ct) est aussi 
solution. Dans toute la suite de cette section, on supposera que a est réel. 

On va utiliser la méthode de Lyapunov-Schmidt qui consiste à transformer 
un problème de bifurcation de dimension infinie en un problème plus simple 
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de dimension finie en projetant sur des espaces adéquats. On cherchera alors 
à mettre en évidence l'existence de solutions (0, Ht) telles que ^ 0. 
On cherche aussi à garder un contrôle sur k quand k — > oo, on pose donc 

(3 = \ (4.1.10) 

et on réécrit les équations (3.3.21) avec (3 ; on obtient : 

[*V+l o + ^] 2 = (A-M 2 )0, U1U) 
-rot* rot "et = (3 2 Re[<j)(^(f)+ (Â + lt)<f>)]. { '' ' 

Ci-dessous on effectue la réduction à la dimension finie. 

Théorème 4.1.3 . Soit (3 > il existe un voisinage V de (0,0,0) dans 
A x R de la forme 

ll^lliï 1 < ô, 

H\\m( El ) < 5 et (4.1.12) 

|e| < ô 

avec ô > tel que pour tout (3 G [—(3o, (3q\, tout triplet (0, ~ct, e) dans A x K. 
solution de l'équation (4-1-11) s'exprime sous la forme 

= o0o + $(a,e,P), (4 113) 

~ct = ^ (a, e,(3) ^ ' 

ou $ et ^ sont des fonctions analytiques de a, e et (3 où a est solution d'une 
équation 

g(a,e,(3) = 0, (4.1.14) 

où g fonction analytique par rapport à a, e et (3 est donnée en (4-1-31). 
Ces fonctions vérifient $(0, 0, (3) = 0, (0, 0, (3) = et (0 O , $(a, e, (3)) = 0. 

Preuve. On pose 

1^(0,7?) = -0|0| 2 -27?.(^0 + l o 0)-7? 2 0, f4115) 
\G p ((f),-ct) = -/5 2 Re(0^0+(l o + 7f)0). { '' ' 

Les équations de Ginzburg-Landau (4.1.11) s'écrivent alors 

(l"-*7/Mf^ (4.1.16) 
[ La = Gp((f), a). 
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On réécrit ces équations dans la décomposition (4.1.9) 

-ea0 o + [H - X Q ]0 - e9 = Fp(a</> + 6,lt), (4 117) 

Lemme 4.1.4 . Il existe une application linéaire noté Rq telle que 

R ° = i H - X ° yl (4.1.18) 
= sur Vect {<po}. 

L'application Rq est définie sur L 2 (E\) et à valeur dans H 2 (Ei). Cette ap- 
plication est autoadjointe. 

Par ailleurs Ro[H — \ ] = [H — \ ]R = P Q où Pq est la projection orthogonale 
sur {(fio}^- 

Preuve. Si (f> = ct0o + # avec & £ {4 ) o} ± alors 9 a un antécédent par [H — À ] 
on a donc 

Ro(<j>) = (H-\ )- l 9. (4.1.19) 

L'opérateur i? est à valeur dans H 2 (Ei) car R est un opérateur elliptique 
d'ordre —2. On projette sur 0q la première équation et on utilise l'opérateur 
R (cf (4.1.18)). 

La nature autoadjointe de i? est évidente dans la base hilbertienne (<p n )neN 
définie au théorème 3.1.1. 

La dernière assertion est triviale par l'équation (4.1.19). CQFD 

On sait (cf 3.1.8) que l'opérateur L est inversible; on note 

M = L- 1 (4.1.20) 

cet inverse qui est un opérateur d'ordre —2. Puisque L est positif, l'opérateur 
M est aussi positif. L'opérateur M a pour espace de départ L\ iw (R 2 /£, R 2 ) 
et pour image vfi (^ 2 /C, M 2 ). 

On inverse les opérateurs L et [H — À ] dans l'équation (4.1.17) 

J 9 = R [e9 + F f3 (acf> + 9 : -a?)l 

\~ct = MG /3 (a(j)o + 9,7t). ^.i.zij 

On note 

«, = ( » ) (4.1.22) 
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et N(w,a,e, (3) la fonction qui apparaît dans le second membre de l'équa- 
tion (4.1.21) 

Un triplet (a,e,/3) étant donné et le paramètre (3 étant fixé dans un inter- 
valle [— Po,Po], on cherche donc pour trouver des solutions de l'équation de 
Ginzburg-Landau, à trouver une solution w dans A telle que 

w = N(w,a,e,f3). (4.1.24) 

Lemme 4.1.5 . Si (3q > alors il existe un voisinage de (w,a,e) = (0,0,0) 
dans (^(^nW^x^ft 12 )^ 2 tel que, pour tout (3 e [-/3b, A)], 
le système (4-1-21) admette une solution unique w s (a,e,f3) dans la classe 
H 1 . Cette solution est réelle analytique en a, e et 13. La solution obtenue est 
à valeur dans (C°°(£i) n {M 1 ) x C^ vfi (M?/C;R 2 ). 

Preuve. 
l ere étape : 

On supposera toujours que \/3\ < (3q. 

Nous allons montrer que la fonction N est C°° pour la topologie normique 

de l'espace (H 1 ^) n {^o}^) x H l (M?/c,R 2 ) x R 2 . 

Le fait que N dépende de façon C°° de a, e et (3 est évident. 

Les termes — 0|0| 2 , 7? 2 0, 0(A O + ~ct)(/> et — 2~ct.A (j) appartiennent à L 2 ; 

donc leurs images par les opérateurs i? et M appartiennent à H 2 donc a 

fortiori à H 1 . 

Il reste à prouver que les termes Ro[~ct. v<f>] et M[0\^0] appartiennent à H 1 . 
Le terme appartient à L 2 tandis que le potentiel ~ct appartient à H 1 . 
Donc une combinaison des estimées du théorème 2.2.3 et de l'inégalité de 
Hôlder montre que ~ct. appartient à La. Les estimées elliptiques 3.3.1 

montrent que appartint à W*. Une denxième application dn 

théorème 2.2.3 montre que Ro[~ct.v(f)\ appartient à Wf donc à H 1 . 
L'application N est donc bien à valeur dans 

(H 1 (s 1 )nW i )x4,o(%;K 2 ) 

Le fait que cette application soit en fait C°° sur l'espace 

(H 1 (E 1 ) n {00}^) x H^ vfi (R 2 /C; R 2 ) xRxlxl (4.1.26) 



(4.1.25) 
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se montre de la même manière. 
2 eme étape : 

En utilisant le théorème des fonctions implicites dans les espaces de Banach, 
on montre qu'il existe ô > tel que, pour tout j3 G [— /3o, A)], on ait dans la 
boule : 

H^lff 1 + Il + \a\ + \e\ < ô (4.1.27) 

une solution unique des équations (4.1.21) qui dépende de façon C°° de a, e 
et (3. 

On note cette solution 

w s (a, e, (5) = ($(a, e, 0), l>(a, e, 0)). (4.1.28) 

Le théorème 3.3.10 permet de prouver que pour tout a, e et (3 le couple 
w s (a, e,(3)eA est C°° sur M?/£. 
3 eme étape : 

On suppose a réel et on développe le système (4.1.21). Ceci donne l'expression 
suivante 

= R [ e 6 - («0o + e)(a 2 \(j)o\ 2 + 2aRe[fo9] + \6\ 2 ) 

-21t. (itf +_^o)Mo + 0)- 7? 2 (a0 o + 0)}, (4.1.29) 
-et = -I3 2 M[(c4q + 9) (0 + ~Â + ~ct) Mo + 9)] ■ 

On peut alors considérer que les variables a, e et (5 sont complexes et effectuer 
des calculs de fonctions analytiques par rapport à a, e et (5. 

On calcule maintenant (|=, ^Jr-) à partir du système complexifié (4.1.29) 



(4.1.30) 



1 = Pn(*,*)g + Pi 2 (<l>,*)^ 



# = P 21 ($,^)l + P 22 ($,^)#. 

Les opérateurs Pjj sont continus pour la norme H 1 , dépendent continûment 
de (a, e,(3) et s'annulent pour (a, e) = (0,0). Par conséquent, quitte à 
diminuer S, on peut supposer que l'opérateur (Sij — P^-) est inversible. 

L'inversion du système (4.1.30) donne l'égalité (|=, ^=-) = (0, If). On 

prouve le même résultat pour ^-) et (|=, ^-)- 

Les résultats élémentaires sur les fonctions analytiques permettent alors de 
montrer que ($, ^) sont analytiques en (a,e,fl). CQFD 
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On obtient l'équation réduite à partir de l'équation (4.1.17) en proje- 
tant sur 0o- Cette équation s'écrit g(a,e,(3) = où g est la fonction 
suivante 

g(a,e,P) = ea + (0 O , i^Mo + e, e, (4.1.31) 

Puisque les fonctions $ et ^ sont analytiques par rapport à a, e et /3 la 
fonction g est analytique par rapport à ces variables. 

Lemme 4.1.6 . La fonction g est à valeur réelle. 

Preuve. Pour tout couple (0, ~ct) G A on a 

(0,^(0,7?)) G R (4.1.32) 

En effet la fonction Fp définie à l'équation (4.1.15) peut s'écrire 

Ffs((j), 7?) = -0|0| 2 + + X] 2 - + + 7?f0- (4.1.33) 

Ceci nous donne 

(0,^(0,7?)) = -||02||| 2 + ||^ + ^ o 0||2 2 _||^ 0+( ^ o + ^ )0 ||2 2 _ 

(4.1.34) 

Montrons maintenant que 

(9, Fp(ct(j)o + 9, 7?)) G R (4.1.35) 

si = $(«, e, /3) et ~ct — * (a, e, /3). 
La section vérifie l'équation 

= R [e9 + Ff3(a<f)o + 9,-iï)}. (4.1.36) 

On obtient donc en appliquant [H — À ] 

[H - \ ]9 = P [e9 + Fpiafa + 9, 7f )] (4.1.37) 

où Pq est la projection orthogonale sur {<f>o} ± (cf 4.1.4) ; cela nous donne 
puisque 6* G {0O} 1 " 

(0,[#-A o ]0> = (0, P [e9 + Ffafa + 0, 7?)]) 

= (6,ee + Ff,(a<i>o + 6,-ct)) (4.1.38) 
= e||0||| 2 + (9,F (a(/) O + 0,7?)). 
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On a donc 

(0,F p (a<f) O + e,-ct)) = (9, [H- X o }0) -e\\0\\ 2 L 2 GR (4.1.39) 

car H — \ est un opérateur autoadjoint. 
Puisque = a<po + 9, on obtient 

{F p {afa + e, (3), t{a, e, (3)), a<f) ) G M. (4.1.40) 

La fonction g est donc réelle si a est différent de 0. Cette fonction est continue 
donc elle est toujours réelle. CQFD 

Lemme 4.1.7 . La fonction $ vérifie <E>(— a, e, f3) = — <Ê>(a, e, 
La fonction \& vérifie \&(— a, e, /3) = * (a, e, /3). 
La fonction g vérifie g(— a, e, /?) = —g(a,e, (3). 

Preuve. Les fonctions $ et \I/ vérifient les équations : 

$(a,e,/3) = Ro[e$(a,e,P) + F p (a(j) + $(a,e, P),lf(a,e, /?))], 
^(a,e,/3) = MG i9 (a^o + $(a,e,/3),^(a,e,/3)). 

(4.1.41) 

On obtient donc les deux systèmes suivants : 

$(-«, e, /3) = i?o[e$(-Q;, e, /?) 

+F /î (-a^ + $(-a,e,/3),^-a,e,/3))], (4.1.42) 
^(-a,e,/3) = MG p (-a<p Q + $(-a, e,/3), ^(-a, e,/3)) 

et 

-$(a,e,/3) = i2o[-e$(a,e,/3) + F^(-a0 o - $(a, e,/3),^(a, e,/3))], 
^(a,e,/5) = MGp(-a(fi - $(a,e, {3),~$ (a,e, (3)). 

(4.1.43) 

On a utilisé entre autre la propriété : 

7f ) = -^(0, 7f ), 
Gp(-<f>, ~<ï) — Gp(<f>, ~<£)- [ ' 

Vu qu'il y a unicité des solutions localement, on obtient les relations : 

-$(a,e,P) = $(-a,e,P), 
^(a,e,P) = lf(-a,e,P). { ' ' ' 



Le résultat sur g provient alors directement de l'expression (4.1.31) de g. 
CQFD 



Les fonctions ($, \l/) vérifient les équations 

$ = i? [e$ + Fp(a(/)o + $, !f)], 
^ = MGp(a(j)o + $, ^). 

Si (a, e) est solution de l'équation (4.1.14), alors la paire 

afio + $(a,e, /3) 



(4.1.46) 



(4.1.47) 



est l'unique solution de l'équation (4.1.11) dans le voisinage 

|ffi + H^lltfi + |a| + |e| < S. (4.1.48) 



La fonction g est analytique en a, e et (3. 

Dans la suite de la thèse, nous aurons besoin des constantes suivantes : 

I m = / \<po, m \ 4 dxdy (4.1.49) 

et 

K m = (Re[0 O ,m(î^0O,m + ^O0O,m)],M{Re[0o,m(^0O,m + ^O0O,m)]}) 
= Re(M{Re[0 O ,m(^0O,m + ^O0O,m)]}-(^0O,m + ^000 ,m) i 00, m) • 

(4.1.50) 

Dans l'équation précédente, M est l'inverse de L. La section O est définie 
dans le théorème 3.1.1. Comme auparavant, si la dépendance de / ou K par 
rapport à m e M. (cf la section 2.5) est sans importance on omettra d'écrire 
m. 

Lemme 4.1.8 . Les constantes K et I sont strictement positives. 

Preuve. La section 0o es t non identiquement nulle, par conséquent f n \4>o\ 4 
est strictement positive. 

L'opérateur M est défini positif, par conséquent K est positive. Supposons 
par l'absurde K = on a alors puisque M est strictement positif 

Refc^V^o,™ + ^o0o, m )] = 0. (4.1.51) 

Il suffit alors de reprendre la démonstration du lemme 3.4.9 à partir de l'équa- 
tion (3.4.25). CQFD 
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Hypothèse 4.1.9 . Dans toute la suite de la thèse on suppose que I — 
2(3 2 K ^ ce qui s'écrit aussi I - -^K ^ 

Théorème 4.1.10 . Les solutions différentes de (0,0) du système (4-1.11) 
s'expriment sous la forme (u(f> + , ô+) où uo G C, — 1 et ((/>+, ô+) est défini 
ci dessous : 

(0 + , Kt) = (v^M)0 o + ^(y/W^J), e, 0), ^(0^0), e, 0)) (4.1.52) 



^,0)H nr, £ t (4-1.53) 



avec 

. D (^P) si - r ^ TW > 
et D(x,/3) est une fonction analytique. 

Remarque 4.1.11 . Si I — ^K > alors la bifurcation apparaît si H int < k. 

Preuve. On continue d'utiliser — |. Pour déterminer la nature de cette 
bifurcation, on va calculer certaines dérivées partielles de g. L'identité 
g(—a,e,(3) = —g(a,e,(3) obtenue au lemme 4.1.7 permet d'écrire g sous la 
forme 

g (a, e, 0) = ah(a 2 , e, 0) (4.1.54) 

avec h fonction dépendant analytiquement de 0, a et e. 
Pour montrer qu'il y a des solutions bifurquées, nous avons besoin de calculer 
les dérivées partielles premières de h par rapport aux deux premières variables 
encore notées a et e. Si on montre que ces deux dérivées partielles sont 
non nulles le théorème des fonctions implicites pour les fonctions analytique 
(cf [Do], p. 186) nous donnera une expression de la forme a 2 = D(e, 0) où 
D(x,/3) est une fonction analytique. 
On a les relations 



f(o,o,/3) = |0(o,o,0). l4 ' i - OOJ 



Si on différencie les équations (4.1.46) par rapport à e, a et que l'on évalue 
en (a, e, 0) = (0,0,0), on obtient : 



g (0,0,0) = 
#(0,0,0) = 



tt(O,O,0) „ , 
â . (4.1.56) 

#(0,0,0) - » 1 



Ces relations impliquent, par l'expression de g et les formules (4.1.56), 
(4.1.54) et (4.1.31) : 

dh 

— (0,0,0) = 1. (4.1.57) 
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Il faut maintenant dériver deux fois par rapport à a les équations (4.1.46) 



H(0,0,/3) = 



Jf _ _ _> }. (4.1.58) 

y^(0,0,/3) = -2M[/5 2 Re(0 o (^+ A o )0o)] J 

Cela suffit pour calculer la dérivée troisième de g par rapport à a. On com- 
mence d'abord par calculer la dérivée troisième de Fp(&(a,e), ^(a,e,/3)) : 

[ ^-f e), t(a, e, /3))](0, 0, /3) = -60 o |0o| 2 -6-^(O, 0, V+ A O )0 O - 

(4.1.59) 

En dérivant la fonction g par rapport à a et en évaluant en (0, 0, (3), on 
trouve : 

0(0,0,/?) = -6/ + 12/? 2 i2 (4.1.60) 
avec i2 = (M[Re(^(^ + 3? O )0 O )].(^ + ^o)0o, 0o>- 

g et I étant réels, la quantité i? est également réelle. Or on a les relations 
suivantes : 

R = (M[Re(^^ + ^o)0o)].(^ + ^o)0o,0o) 
= JT n M[Re(0o(i^ + ~Â )(f) )].(i^ + ^o)0o0o 
= | n M[Re(0 o (^ + ^o)0o)]- _ 

[Re(0 o (i V + ^ o )0o) + i lm(0 o (^ + ^o)0o)] 

= K + M[Re(0^ + l )fo)].[ilm(f (rf + l o )0o)] 

= K + i(lm(0 o (^ + ^o)0o), M[Re(0 o (^ + ^o)</>o)]>- 

(4.1.61) 

La quantité i? ne peut être réelle que si 

(Im(^(^ + l o )0o), M[Re(fo(^ + ^o)0o)]> = 0. (4.1.62) 



On a alors R = K et donc 



= -6J+12/3 2 tf. (4.1.63) 

Ceci nous donne pour h : 

8h 

£(0,0,/3) = -7 + 2/3 2 X. (4.1.64) 

On cherche maintenant les solutions de l'équation g = dans un voisinage 
de (0,0, 
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L'équation (4.1.54) nous donne la racine a = de l'équation réduite. 

On considère donc maintenant l'équation h(x, e, j3) = 0. Le calcul des dérivées 

de g nous donne : 

|(0,0,/3) = 1. {4A - bb) 

Si / — 2j3 2 K 7^ 0, alors on peut utiliser le théorème des fonctions implicites 
et écrire l'équation sous la forme : 

avec(f)(0,/3) = Jz ^, ^ L66 ) 

où D est une fonction analytique de e et /3. 

Les solutions de l'équation g(a,e,f3) = ont pour expression 



a = 0, 



si —Ar-z < 



« + - < si 'X > o (41 ' 67 » 

et a_ = — «+. 

Les différentes solutions ont le comportement asymptotique suivant quand 
e -> 

«0 = 0, 

f si j^<0 

«+ - S i —r- • f » n ^ 4 - L68 ) 

et a_ = — a + . 

On obtient ainsi toutes les solutions non nulles sous la forme (u><f>+,â+). 
CQFD 

Dans les deux sections qui suivent l'expression ci-dessous sera appelée 
couple bifurqué 



avec (5 — |. Ce couple vérifie : (0+(e, fc), <f> ) > 0. On note aussi dans la suite 



a = VW(e,P), F s (e, k) = F A , fe (0 + (e, k), 7?+(e, h)). (4.1.70) 
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La dépendance par rapport à (3 de a est analytique. 

La question de l'analyticité, que nous avons résolue ici, avait été posée par 
Lasher dans l'article [La]. 

Proposition 4.1.12 . La fonction e h- > Fs(e,k) restreinte à M. + est analy- 
tique par rapport à e 

Preuve. Dans le domaine considéré, la fonction W(e,/3) est analytique par 
rapport à e. La fonction \l/ (ce, e, (3) étant analytique par rapport à a (cf 4.1.3) 
et paire par rapport à a (cf 4.1.7), elle peut s'écrire sous la forme ^(a 2 , e, (3). 
De même la fonction e, (3) peut s'écrire a&i(a 2 , e, (3) ; on a 

F s (e,k) = F x>k ((f> + (e,k),-tf + (e,k)) 

= F Aife ( Q; [0o + ^(Q ; 2 ,e,/3)],^(Q ; 2 ,e,/3)) J 

avec et = y/WJë^). En utilisant 1' expression de (cf (2.4.32)), on voit 
que la variable a apparaît au carré dans l'expression de Fg(e, fc). 
La fonction W(e, /3) est analytique par rapport à e et donc F s (e, k) est aussi 
analytique. CQFD 

Proposition 4.1.13 . Pour tout m G A4, il existe un voisinage compact 
V mo de m et une constante ô > tel que 

Mm G V mo , 

y((f),~ct) G A rn avec \\4>\\m + ||"ô*||ffi < S et (4.1.72) 

H < s 

les équations de Ginzburg-Landau possèdent comme solution le couple (0, 0, (3) 
et les solutions bifurquées (u(/) +jm ,~ct +jm ). 

Dans ce voisinage on exprime les solutions bifurquées (oj(j) +jTn , ~ct +jTn ) 
sous la forme {S^ n uj(f) + ^ m S^~ct +, c , m ) (voir (2.5.15) et (2.5.10)) avec 
(u(p + ^ m , l?+ )C)m ) G A c ou A c est l'espace fonctionnel associé au réseau carré. 
Le couple (0 +jC;m , ~~ct + ^ m ), les fonctions W m ^{é), g m ,k, les constantes I m , K m 
et l'énergie bifurquée Fs )Tn ont une dépendance C°° par rapport à m. 

Preuve. Avec la représentation (0, Ht) = (S^<fi m , S^cî^) , les équations de 
Ginzburg-Landau se réécrivent sous la forme : 

-A m à~Z = -^Re[0 m (i^ m + ÇÂ , m + ~ct)<f>m)] 
m (A-|0 m | 2 ) = -A m 4> m + (S m A ^ + S m â~^).iS m V '(p m , (4.1.73) 
+ \\S m A + S m a~Z\\ 2 (t) 
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avec 



A , m (x,y) = SjA^Sjix.y)) 



A m = {^ + w 2 )£j + 2wu 



2 loi. * , , a* (4-1-74) 



dx 2 1 " 1 ^ (?2/ 2 ' 

La dépendance de ces équations par rapport à u et w est C°°. Tous les 
résultats de cette section peuvent s'exprimer dans l'espace A c grâce à S m . Par 
le théorème des fonctions implicites, la dépendance des solutions ($ m , 
par rapport à m est C°°. 

La dépendance de g m> k est aussi C°°. Par conséquent h m et W m est aussi 
C°° par rapport à m. Les constantes I m et X m sont C°° par rapport à m. 
L'énergie bifurquée F s est aussi C°° par rapport à m. CQFD 

4.2 Évaluation des énergies sur les différentes 
courbes de couples pour H int < k 

On souhaite estimer l'énergie le long de la courbe bifurquée par rapport à 
H int pour voir si elle est plus basse que celle du couple (0,0). La variable 
utilisée ici est comme auparavant 

e = A-A . (4.2.1) 

On utilise la fonctionnelle simplifiée (2.4.32) qui s'écrit 

Fxjk{4>^)= /i||^0+a o + 7f)0|| 2 + i(A-|0| 2 ) 2 + y|rot7f| 2 . (4.2.2) 



(4.2.3) 



Pour le couple (0, ~ct) = (0, ), l'énergie vaut Fn = \- 
On note 

F s (e, k) = F x>k ((f) + (e, k), ô+(e, k)), 
F N (e,k)=F x , k (0,0) = ^. 

Le couple bifurqué (0 + ,ô+) est défini au théorème 4.1.10. 

Dans cette section, on va calculer la différence d'énergie F s — F N le long de 

la courbe de bifurcation. 

Avant d'étudier notre situation réelle, considérons une situation modèle qui 
met bien en évidence la nature de la question. La fonctionnelle réduite modèle 
est la suivante 

1 1 

I(a, e) = -la 4 - -a 2 e + H(e) avec I > 0. (4.2.4) 

4r Zi 
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Le paramètre e est lié au champ magnétique et est imposé au système (voir 
l'équation (4.2.1)). La minimisation se fait par rapport à a. La fonction 
H(e) est obtenue par intégration et n'a aucune importance dans le calcul des 
couples minimisants la fonctionnelle. 
Ses solutions bifurquées sont 



a± : 

Leur énergie minimale est 
7™ : R i-> 



si e < (4.2.5) 
± v /fsie>0. 



i-> I(a±(e),e) 



H(e) si e < (4.2.6) 

AI 



H(e) - si e > 



et elles sont trivialement stables. 

Nous allons voir dans cette section et dans la suivante dans quelle mesure 
notre fonctionnelle a les mêmes propriétés. 

Théorème 4.2.1 . On a le résultat asymptotique 

lim = -— ' (4.2.7) 

awec défini à l'équation (4-1-50) et I défini à l'équation (4-1-49). 
Preuve. Pour la fonctionnelle modèle et e > on a l m in — I{\fji e ) = 

2 

H{e) — jj. Ceci indique que l'on doit faire les calculs à l'ordre deux en e 
pour la fonctionnelle exacte. Soit (0, ~ct) G A une solution des équations de 
Ginzburg-Landau (3.3.21) ; on a : 

F A , fe (0,7?)-F A , fe (O,O) = I/ n ||^0+(l o + 7?)0|| 2 

+ I/,-2A|0| 2 + |0| 4 + Ç/Jrot7fp. ^ 

Utilisons maintenant que (0, 7?) est solution de l'équation (3.3.21) ; on ob- 
tient l'égalité 

J n ||^0+(^ o + 7?)0|| 2 = ([rf + rf Q + lt)]<l>,\0 + (Â o + -ct)]<f>) 

= ([^ + (l o + 7?)] 2 0,0) 
= (0(A-|0| 2 ),0) 
= f a (X\<f>\ 2 -\<f>\ 4 )dxdy. 

(4.2.9) 
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On en déduit que 




rot a' 



(4.2.10) 



pour toute solution ((f>,~ct) de l'équation de Ginzburg-Landau (3.3.21). 
Considérons maintenant la solution (0+,ô+) et calculons le développement 
de (Fs — Fn) en fonction de e. Il faut donc des dérivées de 



fonctions qui sont définies aux équations (4.1.28) et (4.1.70). 

On écrit le développement limité de g tel qu'on le connait depuis le 

théorème 4.1.10 



où J est une constante réelle. 

Ce calcul permet d'obtenir le développement de a en fonction de e à l'or- 
dre |. On écrit ci-dessous les différents développements limités utilisés. On 
les démontre en utilisant la formule de Taylor-Young pour les fonctions à 
valeur vectorielle et les calculs du théorème 4.1.10, plus précisément les for- 
mules (4.1.56) et (4.1.58) . 



On insère tous ces développements dans la différence d'énergie. Le développe- 
ment limité de l'énergie s'écrit : 



$, # et a 



(4.2.11) 



j 2 

g (a, e, -) = a{e - [I - T^K]a 2 + Ja 4 + o(ea 2 ) + o(« 4 )}, (4.2.12) 




(4.2.13) 



(F s -F N )(e,k) 



XLI0o| 4 + ¥« 4 ^k + o(6 2 ) 

4^[-i'+s+^ 2 ) 



(4.2.14) 




4('-M)' 



1 



(4.2.15) 
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On a donc bien F s — F N < 0, si e est strictement positif et est assez petit. 
Ceci montre que le couple bifurqué trouvé est d'énergie plus basse que le 
couple (0,0). CQFD 



On note, pour 7 7^ ^ 



F as = ; ô r- (4.2.16) 

4(7-^) 1 ' 



Corollaire 4.2.2 . On suppose k > y^j-- 7/ existe eo > tel que si < 

e < e alors le couple bifurqué est d'énergie plus basse que celle du couple 
(0,0). Pour le problème réduit, cela signifie qu'il existe H < k tel que, si 
77 < H int < k, alors l'énergie du couple bifurqué est plus basse que celle du 
couple (0, 0). 

Proposition 4.2.3 . Les fonctions sur M. : m 1— > F s>m (e), F aS;m , I m et 
K m sont invariantes par les transformations o~i sur Ai. De plus, elles sont 
critiques pour le réseau carré et le réseau hexagonal. 

Preuve. Montrons que la fonction Fs est invariante par <7j. Les fonctions S* 

sont bijectives, involutives et continues pour la norme 77 1 . Par conséquent, 

un voisinage de (0,0) est envoyé sur un voisinage de (0,0). 

Ce sont des difféomorphismes donc si (0, ~ct) est un point critique de F\^ sur 

A m alors (S*0, E*7f ) est un point critique de F\ ^ sur A ai ( m ). 

Par conséquent, si (0+, m , ~ët +jm ) est le couple bifurqué pour F\k sur A m alors 

(E*0 + , m , E*~ct +:m ) est un point critique de F x ,k sur A ai ( m )- 

Vu le théorème 4.1.10, il existe u> de module 1 tel que 

(S*0+, m , £-"â*+,m) = (u(f) +Mm) ,^ +Mm) ). (4.2.17) 

On obtient alors la relation 

F S, m — Fx i k(4'+,rn, d +jTn ) 

= Fx,k{^*(f>+,m^*~^+,m) 

= F x ^4>+Mm),~àt +,a i {m)) (4.2.18) 

= 7 , A)fc (0 +iO .. (m ),"ô > +)(T .( m )) 

= Fs^i{m)- 

La fonction Fs est donc invariante par <jj. 

La fonction F as (m,k) est limite simple de fonctions invariantes et est donc 
invariante. 
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La fonction F as (m, k) est invariante pour tout k > y ^f-. Vu l'expression de 

F as , cela ne peut se faire que si K m et I m sont invariants. 

Il suffit ensuite d'appliquer le théorème 2.5.17. CQFD 



4.3 Stabilité du couple bifurqué 

Dans cette section, on s'intéresse au problème de la stabilité locale des solu- 
tions bifurquées. 

Théorème 4.3.1 . Si k > alors il existe e > tel que, si < e < e , 

alors le couple bifurqué défini au théorème 4-1-3 est un minimum local de la 
fonctionnelle F\^- 

Si k < \J~^f, alors il existe eo > tel que, si < — e < eo, le couple bifurqué 
défini au théorème 4-1-3 n'est pas un minimum local de la fonctionnelle F\^. 

Remarque 4.3.2 On trouve des études physiques de stabilité dans [AU] et 
[Chap]. Ces études utilisent des développements en série et ne se limitent pas 
à une quantification de 1 comme nous. 

Preuve. Pour traiter tous les cas d'un seul coup, on utilise la fraction 
qui est toujours positive. 

Pour prouver des propriétés de minimum local, il suffit de prouver que la 
différentielle seconde est définie positive sur le couple bifurqué (0 + ,ô^) G A 
défini à l'équation (4.1.69). 

La différentielle seconde de la fonctionnelle calculée au point (0, ~ct) a pour 
expression 

D^F X:k {ô<t>Xa) = JJ|^0+(lo + ^0|| 2 -/JA-|0| 2 ) 2 |50| 2 
+ 4 j n Sa. Re\ô<f)(i\? ' <p + ÇÂ + ~ct)(f))} 
+ k" J n | rot Ta? + L(^) 2 |0| 2 + 2 / fl (Re W) 2 . 

(4.3.2) 

On a utilisé ici la relation : 



/ 

Jn 



Re[0(ïVV + (Â + 7?)0')] = / Re[0'(^0 + (Â + 7?)0)], (4.3.3) 
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qui est vraie si 0, 0' et Ht sont de classe H 1 et que l'on obtient par intégration 
par parties. 

Dans la suite on abrégera D 2 —>F\k(ô(j),ôa) en D 2 F. 

Si (0,7?) G A est un point critique de la fonctionnelle F\ t k, alors on a le 
développement limité 

F A , fc (0 + 50, 7? + 6a) = F A , fe (0, 7?) + \D* tlt F Xtk (6<l>, Sa) + 0(\ \(6</>, Sa) \\ H if. 

(4.3.4) 

Comme dans la section 4.1, on écrira : 

t = ^° + *' (4-3.5) 

On rappelle que l'on a montré que a = 0(^/ë), ||3>||.ffi = 0(e%) et || ^ ||#i = 
0(e). Voir l'équation (4.2.13) pour plus de détails. 
On écrit 



/i0o + w (4.3.6) 

avec u> G 0q et G IL La variable \i est réelle puisque l'on se limite à des 

sections telles que (0, O ) est réel, voir la remarque 4.1.2. 

On évalue d'abord la partie de la forme (4.3.2) qui ne dépend que de <50 : 

Q{5<t>)= [ ||^0+(l o +^)50|| 2 -(A-|0 + | 2 )|50| 2 +2(Re0750) 2 . (4.3.7) 



On développe Q(S<p) 

Qm = 2 -^[I-^Ky + ((0 + l o ] 2 -\)w,w) 

+ 2Re(t .(iV + %)5(f>,5(f>) + (t 2 ô<f),ô<f)} (4.3.8) 
+ Ll0 + | 2 |50| 2 + 2/ n (Re07 ( 50) 2 . 

On estime l'avant dernier terme de l'équation (4.3.8) 

= f n \a(po + ^\ 2 \fi(po + w\ 2 

= J/i 2 + el{|| W || i2 |//|0(l) + \\w\\ 2 L2 0(e l 2) + // 2 0(e§)}. 

(4.3.9) 

On trouve la même estimation pour le dernier terme de l'équation (4.3.8) : 

/ (Re 0^0) 2 = I/2 2 + e^{\\w\\MO(l) + \\w\\ 2 L2 0(e l 2) +fi 2 0(e^)}. (4.3.10) 
Jn 
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Dans l'estimation qui suit, on isole les termes d'ordre inférieur à 1 en e. 

Q{8<f>) = (([ïV +1 ] 2 - \)w,w) + 3Ifj? 

+ eH\\w\\MO(l) + \\w\\ 2 L2 0(e^)+i, 2 0(e^} 

= ((0 + K o ] 2 -\)w,w)+fi 2 i3I-^K] 
+ e^{\\w\\ L MO{l) + \\w\\l 2 0^)+^0^)}. 

(4.3.11) 

Reprenons l'estimation de la variation seconde de l'énergie en introduisant 
les développements en e de et Ht. On a; pour (D 2 F)(S(f>,Sa) : 

D 2 F = [ oaARe[5j(i^ + (Âo + â^))<f>+] + k 2 [ | rot 5a\ 2 
Jq Jq 

+ (Q0 + %^-\) w , w )+^[3I--K\ + j {Ta) 2 ^ 2 
+ eH||«;|| L2 |/x|0(l) + ||«;||l 2 0( e è)+ /U 2 0^)} n 

= An Sa. Re[0^(W + ~Â )M + k 2 / | rot Sa\ 2 
Jq Jq 

+ ((0 + 1 } 2 - X)w, w) + /i 2 [3J - - 2 K] + ||^||| 2 0(e) 
+ ||^|| L2 0(|e|)(|/x| + e^||«;|U 2 ) + ||^|| L2 0(|e|^)||«;|| L2 
+ eH\\w\\MO(l) + \\w\\ 2 L2 0(e^ +f , 2 0(e^}. 

(4.3.12) 

Le terme de degré 1 en 5a est difficile à minorer. C'est là que des conditions 
sur k vont apparaître. L'opérateur M (cf (4.1.20)) étant positif, il existe W 
tel que M = W 2 , on pose 

Ta = W(tc) (4.3.13) 

et on obtient : 

D 2 F = ^[3I-^K] + k 2 ! \\Tc\\ 2 + ((0 + l ] 2 -\)w,w) 

Jq 

+ 4/W W(Tc).Re[fo(rf + l )<f> ] 

+ ||^||H-iO(|e|)(H + e3||«;|| L2 ) + ||^||H-iO(|e|3)||«;|| L 2 

+ ll^llîr-iO(c) + eH\H\MO(l) + \\w\\ 2 L2 0(eï) + ^ 2 0(è)}. 

(4.3.14) 
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On estime maintenant chaque terme 

D 2 F = ^[M-^K] + k 2 \\tc\\\ 2 + {{0 + ^ f-\)w,w) 

f — > — — > 

+ 4/x / W{ôc).Re[4> {ÏV + A o )0o] (4.3.15) 

+ ^{||^||| 2 C(e^) + \\Tc\\ L 20(l)(\fi\ + \\w\\ L 2) 
+ /i 2 0(ef) + \\w\\MO{l) + ||H|i a O(eî)}. 

On a utilisé le fait que l'opérateur W est continu sur L 2 . 
On estime le terme linéaire en W(8c). 

\(W(tc),Re[Mrf + 1 )M)\ = \(tc,W(Reîf Q (i^ + l Q ) ( f )Q })\ 

< \\6Ï\\ L 2.\\W(Re\fa(tf + ~ÂoW))\\l* 

< VK\\Tc\\ L 2. 

(4.3.16) 

Pour avoir la stabilité, on veut que la forme quadratique : 

q(x, y) = [31 - —K\x 2 - A^Kxy + k 2 y 2 , (4.3.17) 
soit définie positive. Cela équivaut à : 

{ (2v^°) 2 <[3/-fp 2 ]. (43 - 18) 



Les conditions (4.3.18) sont équivalentes à ^ 2 -f < k. 

Si \J~^f- < k, alors la forme quadratique (4.3.17) est définie positive; donc 

il existe c > 0, d > et / > tel que les deux premières lignes de (4.3.15) 
soient minorées par le terme : 

cfi 2 + d\\w\\ 2 H1 + f\\rc\\ 2 L2 . (4.3.19) 

Le terme entre accolades des deux dernières lignes de (4.3.15) est majoré par 
une constante multipliée par (4.3.19). Donc pour e assez petit, la différentielle 
seconde D 2 F(5(f) 1 5a) est minorée par une forme quadratique définie positive 
et est donc positive. Par conséquent ce couple est stable. 
Nous pouvons démontrer maintenant l'autre partie du théorème 4.3.1, qui 

concerne le cas J^j- > k. 
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La majoration effectuée à l'équation (4.3.16) est optimale, puisque la norme 
d'une application linéaire sur un espace de Hilbert de la forme l(x) = (x, b) 
est égale à ||b|| et est atteinte sur b. 

On souhaite montrer que D 2 F(S(f>, Sa) n'est pas positive pour les solutions 
bifurquées, il suffit donc de trouver un couple (S<j), Sa) tel que D 2 F(S<p, Sa) < 
pour démontrer le théorème. 
On pose donc 

Sa = Re[(f) (iV + A o )0o], (4 3 20) 

r Co = W(Re[M^ + ^o)M)- 
On évalue maintenant la fonctionnelle sur un couple bien choisi 



D 2 F(fi /j=Ç=<j> ,sôa ) = fi 2 [3I-±K]+fi 2 0(e 2 ) 

+ 4/is||5c || L 2 + s 2 A; 2 ||5c ||2 2 (4 3 21) 

+ Ans\\Sc \\ L 2 + s 2 k 2 \\Sc \\ 2 L2 

Les conditions de positivité pour la forme quadratique (4.3.21) s'écrivent 
f [3I-£K + O(e)]>0 

\ (2VK) 2 < [31 -±K + 0(e)} [k 2 ] [ ^ 6 - ZZ) 
et elles ne sont pas vérifiées si e est assez petit puisque y^f- > k. CQFD 



4.4 Analyse asymptotique des solutions 
de l'équation de Ginzburg-Landau 

Dans cette section, on calcule toutes les solutions des équations de Ginzburg- 
Landau 

f + (1 + 7?)] 2 = 0(A H0| 2 ) 

\ -Ut = ^Re[0(^0+(i: o + 7?)0)] { '- } 

en supposant que À G [0, 2n + S [ avec S assez petit et k assez grand. 

Lemme 4.4.1 . Si (4>,~ct) G A vérifie les équations de Ginzburg- 
Landau (3.3.21) pour \,k donnés, alors : 



A 3 



A ^< W 2- ( 4 - 4 - 2 ) 
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Preuve. On se rappelle que div ~ct = et on calcule 



n 

= f n || rot* rot ~ct || 2 (4.4.3) 
= ^/jR e [0(^ + ^ + 7?)0]|| 2 , 



en utilisant la deuxième équation de GL. On continue à majorer : 

||A7?|| 2 2 < 1 / ||0(*V + 7?)0|| 2 

/ + Â* + ô > )0|| 2 , en utilisant l'inégalité (3.4.8) 

Jn 



A 

5 F 



< ^((^ + ^ + 0^)0,(^ + ^ + ^)0) 

A — > 

< ([^ + A o + âf0,0) 

A 

< — (0(A — |0| 2 ), 0) en utilisant la première équation de GL 

< \j I0| 2 (A-|0| 2 ) 

A_A^_ A^ 
- k A 4 4/« 4 ' 

(4.4.4) 

A la fin, on a utilisé l'égalité sup xe [ 0jA ] x(X — rr) = ^- et < |0| 2 < A. CQFD 
Lemme 4.4.2 . Silt G a/ors Ze niveau fondamental de l'opérateur 

+ (1 + 7?)] 2 (4.4.5) 

est minoré par 

2tt(1 jL^ + oA (4.4.6) 



Preuve. L'opérateur H défini à l'équation (3.1.3) a un niveau fondamental 
égal à 2n. Cela nous donne 

HWh < ^ll(^ + ^o)0||| 2 = ^W>0>- (4-4.7) 

On fait alors le calcul suivant 

|(7?0.(^0 + ^0))| < ||-^|| L co / n |0| || ^0 + I^0|| 

< 11^11^11011^ ^11^0 + ^01^ (44g) 

< 11^11^11011^ vw» 
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Ceci permet de minorer la première valeur propre de l'opérateur de 
Schrôdinger magnétique 

([ïV + ^o + 7?] 2 0,0) > W,0) + 2Re(7?0,(ïV + ^ o )0) 

> (H<j>,<j>)--%=\\lt\\ L o (H<l>,<l>) 

> (l--^||7f|| L .)<lf^) (4A9) 

y lu 

> 2tt(1--|=||7?||^)||0||| 2 . 



On a donc bien la minoration voulue. CQFD 

Lemme 4.4.3 . Soit (0, ~ct) G A une solution des équations de Ginzburg- 
Landau (3.3.21) pour A, k donnés. Supposons que l'opérateur [iV+ Ao + ~ct] 2 
ait un niveau fondamental supérieur à A ; alors (0, ~ct) = (0, 0). 

Preuve. Appelions A-^> le niveau fondamental de + A + ~ct} 2 . La première 
équation de Ginzburg-Landau nous donne 

[ïV + ^ + ôf = 0(A- |0H- (4.4.10) 
En multipliant l'équation (4.4.10) par et en intégrant, on obtient : 

A 7? ||0||i 2 <([ î V + ^o + ^] 2 0,0)= / A|0| 2 -|0| 4 . (4.4.11) 

Cette équation implique : 

f |0| 2 (A-A^-|0| 4 )>O. (4.4.12) 

Cette inégalité n'est possible que si <fi = 0. 

L'équation originale (3.3.21) implique alors L~ct = rot* rot Ht — . Or on 

sait que L est inversible (cf 3.1.8) ; donc Ht — 0. CQFD 

Lemme 4.4.4 . Soit D > 0; l'équation 

Ml - -k D î ] = A (4A13) 



possède une unique solution X(k,D) G]0,27r[. 

De plus la fonction k i— > A (A;, D) vérifie les estimations 



\(k,D)>2n(l-^), 



U2 

\(k,D) = 2vr + 0(i), 5« fc -> oo (4.4.14) 



104 



3 

Preuve. La fonction fk(X) = X + ^/2rr^^- est strictement croissante sur [0, 2n] 
et vérifie /fc(0) = ainsi que /fc(27r) > 27r. Par conséquent, l'équation 

fk(X) = 2vr (4.4.15) 

possède une unique solution X(k,D) dans ]0, 2ir[. 
L'inégalité < X(k, D) < 2n implique 

2 DXfrD)*^ (4A16) 



2k 2 k 2 

On obtient alors : 



v^F 2*2 (4.4. 17 ) 
2Dtï ^ 



On a l'inégalité : 

2, = A(fc,D) + V2Ï^%5>î 



< X(k,D) + 2« DX ^ ) (4A18) 

< A(A;, J D)(l + 27r-). 



Ceci implique l'inégalité : 



s/X{k,D) V2^\ k 
L'équation définissant À(/c, D) nous donne 



1 1 D , 

<^\/ 1 + 2 ^- (4-4.19) 



/ — DX(k, Dp . k 2 . , 

2^ = ^ Li_J_(i + 4.4.20 



L'inégalité (4.4.19) implique 



k 2 

lim - = = (4.4.21) 
^XjkÇD) 
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3 

ce qui nous donne 2tt ~ y/2~ïr DX ^f^ . En inversant cet équivalent on obtient, 



X(k, D) ~ (^^)ijb5 si — ^ 0, (4.4.22) 

par un calcul simple. CQFD 
Théorème 4.4.5 . il existe une constante D > tel que V~ê? G A, 

\\~ct\\ L oo < D\\A-ct\\ L 2. (4.4.23) 

Pour cette constante D, pour X < X(k, D) et si (0, ~ct) G A est solution des 
équations de Ginzburg- Landau (3.3.21) alors (<j),~ct) = (0,0). 

Preuve. 
l ere étape : 

Il existe une constante C tel qu'on obtienne la majoration : 



G #o, \\~d\\lj2 < C / ||AâT. (4.4.24) 



L'espace H 2 se plonge continûment dans il existe donc D > ne dépen- 
dant que du réseau m tel que 



ô'IIloo < DJ / ||Aô>|| 2 . (4.4.25) 



n 



2 eme étape : 

Si ((f>,~ct) G .4. est solution de Ginzburg-Landau pour À, k, le lemme 4.4.1 
implique l'inégalité 

DXï 

II^IU- < (4.4.26) 

Le lemme 4.4.2 implique que le niveau fondamental de l'opérateur [i V + 
(4 + 7?)] 2 est minoré par 

> — DX% , — D\% 
2ix -2^(—)=2v -^{—). (4.4.27) 

La condition À-^ > À du lemme 4.4.3 est donc vérifiée si 

. L>À§ 

X > 2tt - V2^——. (4.4.28) 

K 

Cela équivaut à À < X(k, D) par le lemme 4.4.4. 

Les hypothèses du lemme 4.4.3 étant vérifiées, on a ((f>,~ct) = (0,0). CQFD 
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Théorème 4.4.6 . il existe k > et h > tel que, si k > k et À G 
[0, 2-7T + h[, alors les seules solutions de l'équation de Ginzburg- Landau sont 
la solution triviale et celles construites au théorème 4-1-3. 

Preuve. 
l ere étape : 

Le théorème 4.1.3 montre qu'il existe un voisinage de e = de la forme ]— rj, r)[ 
et un voisinage de la solution triviale (0,0) de la forme ||0||i/i + ||~êf||#i < rj 
sur lequel on peut calculer les solutions des équations de Ginzburg-Landau 
par perturbation. Ce voisinage ne dépend que de k . 

Par le lemme 4.4.1, il existe k' Q > tel que, si k > k' , alors les solutions 
(0, ~ct) des équations de Ginzburg-Landau vérifient \\~ct ||#i < |. 
2 eme étape : 

Montrons qu'il suffit d'obtenir une estimée L 2 sur 0, l'estimée H 1 en dé- 
coulant pour obtenir < \. 

Pour cela on utilise l'ellipticité du système d'équations de Ginzburg-Landau. 
Les calculs suivants sont possibles puisque l'on sait que (<f>,~ct) est C°°. 
L'équation de Ginzburg-Landau pour s'écrit 

+ ~Â ] 2 (j) = 0(A - |0| 2 ) - 2-ct.(0 + ~Â )(j) - 7?V (4.4.29) 

On multiplie cette formule par 0, on intègre sur f2 et on utilise la majoration 
sur du théorème 3.4.2. 

11(^ + ^0)011^ < A||0||| 2 + 2||7?0|| L2 ||(^ + 1 O )0|| L2 + ||7?0||2 2 . 

(4.4.30) 

L'inéquation (4.4.30) implique 

+ %)<i>\\v < ||7f0]| L2 + y^p ggj + XH\\h 

< \\^\\l4^ + vn^\\iM\h + Mmh- 

(4.4.31) 

La norme L A de Ht tend vers quand k tend vers oo ; donc le contrôle en 

norme L 2 de se transforme trivialement en un contrôle en norme H 1 de 

par l'inégalité (4.4.31) et l'ellipticité de l'opérateur i \ + A . 

Il existe donc r] 2 > tel que pour k assez grand ||0||l 2 < V2 implique ||0||_f/i < 

|. Montrons maintenant l'estimée L 2 . 

3 eme étape : 

L'équation de Ginzburg-Landau donne la relation 

/J0| 2 (A-|0| 2 ) = (0,0(A-|0| 2 )) 

= (0, + (1 + 7?)] 2 0) (4.4.32) 
> (2vr- W (A;))/j0| 2 . 
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Dans les équations (4.4.32) et (4.4.33), 2tt — w(k) correspond à la valeur du 
niveau fondamental de l'opérateur [i V + ( A + ~ô ¥ )] 2 ■ Le lemme 4.4.4 affirme 
que w(k) tend vers quand k tend vers l'infini. 
L'inégalité (4.4.32) s'écrit alors 

/ \<j)\ 2 (e + w(k) - |0| 2 ) > 0. (4.4.33) 
Jn 

On pose r = e + w(k). L'inégalité (4.4.33) implique 

(/ I0| 2 ) 2 < /l0| 4 <r / |0| 2 - (4.4.34) 
Jn Jn Jn 

Cette équation implique que f n \(f>\ 2 < \r\. 

On choisit e G] — 772/2, 772/2 [ et assez grand pour que ||0||l2 soit inférieur à 

Pour À G [0,27r — 77 2 /2[ le théorème 4.4.5 et le lemme 4.4.4 nous donnent le 
résultat. CQFD 

On a donc entièrement résolu notre problème initial dans le cas où k 
est grand. On peut préciser un peu le théorème 4.3.1. 

Proposition 4.4.7 . Il existe k > et h > tel que si k > k et X G 

[2ir, 2tt + h[ alors la courbe de solutions bifurquées définie au théorème 4-1-3 
est le minimum de la fonctionnelle. 

Preuve. Si le couple (0, ~ct) est un couple qui minimise la fonctionnelle de 
Ginzburg-Landau, alors il est solution des équations de Ginzburg-Landau 
donc il est égal soit à la solution nulle soit au couple bifurqué. 
Le théorème 4.2.1 indique que l'énergie du couple bifurqué est plus basse 
que celle du couple (0,0). Le couple (<f>,~ct) est donc égal au couple 
bifurqué. CQFD 
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Chapitre 5 

Analyse du minimum ^ 



ext 



Dans ce chapitre, on décrit la structure du diagramme de phase (cf 2.4.17). On 
utilise pour cela la fonctionnelle É^ Hext (H int , (f),~ct) (cf (2.4.27)). On utilise 
aussi la distinction entre les différents états possibles effectués dans la défi- 
nition 2.4.17. 

On montre d'abord des théorèmes de monotonie sur l'état du supraconduc- 
teur puis on revient sur le cas k = 4=. 

Les troisième et quatrième parties sont consacrées à l'état normal et à l'état 
pur défini en 2.4.17. 

On rappelle que l'énergie de l'état normal est \ et que l'énergie pour H int = 

H 2 

est — f 24 qui est l'énergie de l'état pur. 



5.1 Théorèmes de monotonie 

On utilise ici la fonctionnelle E\ H ^ t (H inU 0, ~ct) définie à l'équation (2.4.27). 

Théorème 5.1.1 . Soit (k,H ext ) un point du diagramme des phases du 
supraconducteur où £-kH ext = "T 1 - Alors, pour tout k' < k, tout H' ext < H ext , 
on a : £ï, H , = . 

Remarque 5.1.2 . En utilisant le langage des physiciens, on dira que, si 
(k, H ext ) est un point du diagramme des phases où le supraconducteur est 
pur et si k' < k et H' ext < H ext , alors le supraconducteur est aussi pur en ce 
point. 
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Preuve. Soit donc (k, H ext ) un point du diagramme des phases sur lequel 

v H 2 H 2 

^k,H ext = "if 1 - Cela signifie que l'énergie minimale est — f 1 . En ce point 
l'énergie minimale de la fonctionnelle est atteinte par l'état (0, V% 0) qui est 
un état de quantification 0. Par définition cela équivaut à 

VH int > 0, V(0, 7?) G A, D x , k (<j), 7?) + \{H mt - H ext f > % (5.1.1) 

L'inégalité (5.1.1) est équivalente à 

VH int >O,V(0,7?) eA, 

{J a ^\\m + a 0+ ^r + \(i-wr (5 . L2) 

| rot S\ 2 } + - 2 "'"< H "> > 

Si k décroît alors \ croît ; les intégrales étant positives, le membre de gauche 
de (5.1.2) croît. Si H ext décroît, alors la quantité —2H int H ex t croît et donc le 
membre de gauche croît. Par conséquent, si k' < k et si H' ext < H ext , l'état 

qui minimise la fonctionnelle vérifie donc £kH ext — "if 1 et il y a égalité par 
le lemme 3.4.1. " CQFD 

Théorème 5.1.3 . Soit (k,H ext ) un point du diagramme des phases du 
supraconducteur où le minimum de la fonctionnelle est atteint par l'état 
normal. Alors, pour tout k' > k, le minimum de la fonctionnelle au point 
(k', jrH ext ) est atteint par l'état normal. 

Preuve. L'énergie de l'état normal est égale à \. On pose H' ext = ^-H ext . 
On a donc, puisque l'état normal est un minimum : 

VH int > O,V(0,7?) G A, 
j0^{f n + A + 7?)0f + ±(£ - HT (5.1.3) 

+ f | rot 7?| 2 } + \{H int - H ext f > \. 

L'inégalité à démontrer est : 

VH' int > 0, V(0, 7?) G A, 

JS^tfn llli^ + A + 7?)0|| 2 + J(g£ - |0| 2 ) 2 (5.1.4) 
+ !Ç\rot^} + UH' int -H' ext y>\. 



110 



On écrit H' int = ^H int et on obtient 

k k' 



Hint H int 



(5.1.5) 



L'inégalité à démontrer est alors équivalente à 

WH mt > O,V(0,7?) G A, 

(âHL 111^ + A + + J(£ - H 2 ) 2 (s- 1 - 6 ) 

+Ç| rot 7?| 2 } + (f f\{H mt - /J e ^) 2 > ±. 

Cette inégalité est impliquée par l'inégalité (5.1.3) car k' > k. CQFD 

Théorème 5.1.4 . Soit (k,H ext ) un point du diagramme des phases du 
supraconducteur où le minimum de la fonctionnelle est atteint par l'état nor- 
mal. Alors\/H' ext > H ext le minimum de la fonctionnelle est atteint par l'état 
normal. 

Preuve. L'énergie de l'état normal est égale à \. 
On a donc, puisque l'état normal est un minimum : 

VH int > 0, -^m F (\, k) + ^{H int - H ext f > 1. (5.1.7) 

Rappelons que mp(À, k) a été introduit en (2.4.18). 
En particulier si H int = H ext , cette inégalité implique 

C'est l'inégalité (5.1.7) qu'il faut démontrer avec H ext remplacé par H' ext . Si 
Hint < H ext , alors on a trivialement 

(H int - H ext f < (H int - H' ext f. (5.1.9) 

Par conséquent, l'inégalité (5.1.7) est démontrée pour H int < H ext avec H ext 
remplacé par H' ext . 

Si H int > H ext alors le théorème (3.4.12) combinée à l'inégalité (5.1.8) nous 
donne 

( 2rf ' *> £ < 2rf > mF( HZ,' k) -T (5 ' L10) 

Par conséquent l'inégalité (5.1.7) est démontrée si H int > H ext par conséquent 
l'inégalité (5.1.7) est donc démontré avec H ext remplacé par H' ext . CQFD 
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Remarque 5.1.5 . Même si la démonstration utilise la modélisation de 
l'état de quantification 1 (voir l'hypothèse 2.4-1), la démonstration des 
théorèmes de monotonies n'utilise pas cette hypothèse. Ces théorèmes doivent 
donc être vrai dans un cadre plus général. 

Le théorème 3.5.1 nous permet de trouver le minimum £k,H ext dans certains 
cas. 

Lemme 5.1.6 . Si H ext = k = alors le minimum £k,H ext es t égal à \. 
De plus, il est atteint par l'état normal et par l'état pur. 

Preuve. En vertu du théorème (3.4.13), il faut démontrer l'inégalité : 

Mais le théorème 3.5.1 nous donne l'inégalité : 

m F {\, k) > Att - 7T 2 . (5.1.12) 
Par conséquent, l'inégalité (5.1.11) est impliquée par l'inégalité (on utilise 

2nk ' 

Hi„t ' 



^ _ 2nk \ 



Or cette dernière inégalité est en fait une égalité ; donc on a démontré ce que 
l'on voulait. 

L'énergie de l'état normal est \. L'énergie de l'état pur est égale à \{.-j^) 2 = \- 
CQFD 

Théorème 5.1.7 . Si k < -j=, alors 

{ 4 si H ext > ^. 

Remarque 5.1.8 . En terme physique cela se dit : Si k < alors le min- 
imum &k H ext es t atteint V ar l'état supraconducteur pur si H ext < et par 
l'état normal si H ext > et par ces deux états si H ext = 
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Preuve. Le lemme 5.1.6 combiné au théorème 5.1.1 donne le résultat dans le 

cas H ext < 

Par conséquent, le minimum de la fonctionnelle est égal à \ si k < et 

H ex t = 775- Il se trouve que \ est égal à l'énergie de l'état normal. 

Donc le théorème 5.1.4 nous donne la conclusion si H ext > -^=. CQFD 

Théorème 5.1.9 . Si H ext > k > alors : 

£l,H ext = \ (5-1.15) 

Autrement dit le théorème nous dit que le minimum de la fonctionnelle est 
atteint par l'état normal. 

Preuve. Le lemme 5.1.6, le théorème 5.1.3 et le théorème 5.1.4 nous donnent 
le résultat. CQFD 

5.2 Analyse du cas k = ^ (d'après [Sa]) 

Dans cette section, on souhaite étudier en profondeur la fonctionnelle F A;fc 
dans le cas k = Dans ce but, on montre que l'équation A + ((f), ~ct) = 
possède une solution pour tout À > 2n. 

On a besoin d'un résultat d'analyse sur les variétés dans cette partie ; on 
reprend ici l'appendice 4 du preview [Sa] qui n'est semble t'il pas publié. Ce 
résultat occupe la première sous section qui est reprise de [Sa]. 
On peut alors résoudre l'équation A + = et trouver ainsi les couples min- 
imisants la fonctionnelle F x 1 . On déduit de ce résultat une égalité remar- 

quable sur les constantes I et K définies aux équations (4.1.49) et (4.1.50). 
Cette partie n'est pas complètement originale, il y a des travaux similaires 
dans [CY], [Ga], [Tau]. 

5.2.1 L'équation de Kazdan- Warner (d'après [Sa]) 

Rappelons que C est un réseau de M 2 et f2 un domaine fondamental pour ce 
réseau. Les fonctions ^-périodiques s'identifient aux fonctions sur R 2 /£. 

Théorème 5.2.1 . Soit h une fonction positive non nulle appartenant à 
iï" n (]R 2 /£) avec n > 2. Si A est un réel strictement positif alors l'équation 

-Au + e u h = A (5.2.1) 
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possède une unique solution u dans if n+2 (R 2 /£) 
Preuve. On utilise l'ensemble ouvert 

H = {h e H n (R 2 /c) avec h > et [ h> 0}. (5.2.2) 

Jn 

On note : 

U = {(h, u)eHx H n+2 (R 2 /C)\ -Au + e u h = A}, (5.2.3) 

l'espace des solutions de l'équation (5.2.1). Le lemme suivant donne ses pro- 
priétés. 

Lemme 5.2.2 . L'espace U C H n (R 2 /£) x H n+2 (R 2 /c) est une variété C°° 
de Banach et la projection 

TT-.U^H (5.2.4) 

définie par ir(h,u) = h est un difféomorphisme local au voisinage de tous les 
points de U. 

Preuve. Considérons l'application P : H n (M. 2 /£) x H n+2 (M. 2 /C) ^ H n (R 2 /£) 
définie par 

P(h, u) = -Au + e u h - A. (5.2.5) 
Sa différentielle au point (h, u) est : 

dP (h:U) (h, û) = —A û + e u hû + e u h. (5.2.6) 

Étudions l'opérateur 



R : C°° (R 2 /£, R) h-> C°° (R 2 /£, R ) 

/ - Rf = -Af + e u hf. 



(5.2.7) 



Cet opérateur est symétrique sur l'espace C°°(R 2 /£, R). C'est un opérateur 
différentiel elliptique d'ordre 2 sur le tore R 2 /£ qui est une variété compacte. 
Donc l'opérateur R possède une extension autoadjointe de domaine T>(R) = 
H 2 (M. 2 /£^ M.) que l'on continue à appeller R (voir par exemple [LM], théorème 
III. 5. 8). De plus, l'injection de H 2 (^ 2 /C) dans L 2 (R 2 /£) étant compacte, son 
spectre est discret. 

Si (h,u) E £P t+2 (R 2 /£,R) alors l'opérateur R restreint à # n (R 2 /£,R) a pour 
image £P +2 (R 2 /£, R). 

Il suffit pour montrer que R est inversible de montrer que R est injectif car 
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R possède un spectre discret. 
Soit donc û G H 2 (^ 2 /C) tel que 



-Aû + e u hû = 0. (5.2.8) 
En faisant le produit scalaire de l'équation (5.2.8) par û on obtient l'équation 

[ (0Û\\ 2 + e u h\û\ 2 ) = (5.2.9) 
Jn 

qui implique que la fonction û s'annule sur un ensemble de mesure positive 
(là où la fonction h est différente de 0). De plus = donc la fonction û 
est constante. Elle est donc nulle. Par conséquent, l'opérateur R est injectif 
donc surjectif et il est inversible pour toute paire (h, u) G Tt x H n+2 Ç& 2 /C )• 
Cela montre que est une valeur régulière de la fonction P ; donc P _1 (0) 
est une variété de Banach par le théorème des fonctions implicites dans les 
espaces de Banach. Or U = P _1 (0) ; donc U est une variété de Banach. 
L'espace tangent klÀ en (h, u) est le noyau de dP(h,u) : 

T {Ku) U = {(M)|(-A + e u h)û + e u h = 0}. (5.2.10) 

Maintenant le linéarisé de l'opérateur de projection : 

dn(h,u) : i-> H n (R 2 /C), (5.2.11) 

est donnée par (h,iï) h- > ^. Cet opérateur est bijectif si et seulement si, 
pour tout h G iï" n (IR 2 />C), il existe un unique û G iJ n+2 (K 2 /^) tel Q ue 
G T(h,u)U. Cela provient de la bijectivité de l'opérateur —A + e u h. 
Maintenant le théorème d'inversion locale montre que chaque paire (h, m)gW 
possède un voisinage V tel que la restriction de n à V est un difféomorphisme 
deVsurTr(V). CQFD 

La proposition suivante est la clé du théorème, il donne des estimées 
à priori sur les solutions de l'équation (5.2.1). 

Proposition 5.2.3 . Il existe une fonction continue 0a :]0, oo[ 2 ^]0, oo[ telle 
que 

\\u\\ L °° < MWHv, [ h ) (5-2.12) 
Jn 

pour toute solution (h,u) de l'équation (5.2.1). 
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Remarque 5.2.4 . La preuve de la proposition montrera que Von peut pren- 
dre pour (pA la fonction 

Mt, B) = | log(^) | + 2c A + 2^ exp(4^) (5.2.13) 

où co est la constante introduite au lemme 3.1.9. 
Preuve. 

l ere étape : Si (h,u) G C°°(K 2 /£) 2 et sont solution de l'équation (5.2.1), 
alors : 

u(x) <4^ + log(^) (5.2.14) 
pour tout x G M? , avec t = H^Hl 2 , B = j Q h. 

La fonction ho = h — B a une moyenne nulle ; par conséquent, d'après le 
lemme 3.1.9, il existe une unique fonction v G C°°(fl) telle que : 



-Av = -h = B -het / v = 0. (5.2.15) 

Jn 

Le lemme 3.1.9 donne la majoration : 

lhlU« < c \\h \\ L 2 < c {\\h\\ L 2 + B)< 2c t. (5.2.16) 

Considérons maintenant la fonction w ^-périodique sur M 2 , définie par : 
A -\- e A + 6 

w e (x) = log(— — ) H — (v Q (x) + 2c t) - u(x) avec e > 0. (5.2.17) 

B B 

Si x e est un point de M. 2 où elle atteint son minimum, alors : 

w e (x e ) = infw t et (-A«j £ )(i £ ) < 0. (5.2.18) 

Cette inégalité nous donne : 

> (-Aw e )(x £ ) 

= ^(-A, (z £ )) + A«(x E ) , q 

= ^(B-h(x e )) + e u ^h(x e )-A 
= e + h(x € )(e u(x ^ - 4±i). 

Cela implique : 

A + e 

h(x e ) ^ et u(x e ) < log(— — ). (5.2.20) 

B 

116 



Par conséquent, on a w t (x e ) > et donc w e (x) > 0, pour tout x G M 2 . La 
limite e — > donne l'inégalité 

u(x) < log(4) + 4^0^) + 2c °0- (5-2.21) 

Cette inégalité, combinée à l'inégalité (5.2.16), donne l'inégalité (5.2.14). 
2 eme étape : Si (h,u) G C°°(R 2 /£) 2 son* solution de l'équation (5.2.1), 
alors la fonction A — e u h a une moyenne nulle. L'unique solution uq G 
C°°(M 2 /£) de 

—A uq = A — e u h et u = (5.2.22) 

in 

vérifie 

||«o||l<» < c A + ^ eX p(4^). (5.2.23) 

£5 £5 

La fonction m vérifie —A u = A — e u /i, elle est donc de moyenne nulle. 
Par le lemme 3.1.9, on a l'inégalité : 

IKolU 00 < c o|| A — e u h\\ L 2 

< c (\\A\\ L 2 + \\e u h\\ L 2) (5.2.24) 

< c (A + te supu ). 

La conclusion provient alors de la première étape. 

3 eme étape : Si (h,u,Uo) sont comme dans l'étape 2, alors 

u = u - log(^- / e uo h) (5.2.25) 
A Jn 

et 

\\u\\ L °° < 2||m ||l- + | log(-)|. (5.2.26) 

Puisque A (u — Uq) = 0, il s'ensuit que : u = Uq + c, où c est une constante. 
La valeur de c est déterminée par le fait que la fonction A — e Ut)+c h a une 
moyenne nulle. Par conséquent, on a : 

c=-log(i f e u °h), (5.2.27) 



ce qui prouve la relation (5.2.25). Maintenant, on remarque que : 

expHMU-)/* < e Uo h < exp(||wo|Uoc)/i. (5.2.28) 
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En intégrant sur f2, on obtient : 

B 1 f B 

exp(-||«o|U~)-j < -r / e Uo h<exp(\\u \\ L oo)-. (5.2.29) 

J f2 

En prenant les logarithmes, on obtient 

A 

\c\ < IKIU~ + |log(-)|. (5.2.30) 

Puisque u = uq + c, cela prouve la relation (5.2.26). 
4™ e étape : Preuve de la proposition . 

On déduit des étapes 2 et 3 que toute solution (h, u) de (5.2.1), avec h ^ 0, 
vérifie : 

\\u\\l°° < | log(^) | + 2||w |U°° 

< |log(|)|+2[ Co A + ^exp(4^)] (5.2.31) 

< Mt,B). 

On a utilisé l'inégalité (5.2.23). Cela prouve le lemme pour les solutions C°° . 
Supposons maintenant par l'absurde qu'il existe un couple (ho,Uo) G IÀ tel 
que : 

IKI|l°° > 4>A{\\h \\ L 2, / ho). (5.2.32) 

Jn 

Considérons la projection tt : U i— > H et l'inverse local 

" " ff " +2(R2/£) (5.2.33) 

qui fait correspondre à tout élément h suffisamment proche de ho l'unique 
solution u = Uh de l'équation (5.2.1) proche de u . Cette application est 
continue et donc 

KIU~ > MlMv, / h ) (5.2.34) 
Jn 

pour h suffisamment proche de ho. Prenons une fonction h proche de 
h . Alors, par la régularité elliptique, la fonction u est aussi C°° donc 
l'inégalité (5.2.34) contredit l'inégalité (5.2.31). CQFD 

Preuve du théorème. Considérons la projection 

iï:U^H (5.2.35) 
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du lemme 5.2.2. Le lemme 5.2.3 montre que l'ensemble tt 1 (h) des solutions 

u G # n+2 (K 2 /£) de l'équation (5.2.1) est compact. 

En effet si u v G vr _1 (/i) est une suite, elle vérifie une estimée uniforme 

sup II^Hloo < ci. (5.2.36) 

V 

Puisque —Au u = A — e Uv h les estimées elliptiques dans les espaces L 2 
(cf (3.3.1)) donnent 

sup 111^11/^+2 < c 2 . (5.2.37) 

Le théorème 2.2.3 nous dit que l'injection de Sobolev H n+2 (W/£) 
C°(M 2 /£) est compacte. Par conséquent il existe une sous suite u^(„) qui 
converge en norme L°°. Puisque u^(„) est solution de l'équation (5.2.1), on ob- 
tient par le théorème 3.3.1 la convergence u^ u ) en norme H n+2 . Cela prouve 
la compacité. 

Le lemme 5.2.2 nous indique que les points de vr -1 (/i) sont isolés pour la 
norme H n+2 ; cela montre que 7r _1 (/i) est un ensemble fini, pour tout h eH. 
Cela implique que la projection tt est un revêtement d'espace topologique 
(voir par exemple [Do], p. 102). On a donc la relation 

card^^/io) = card7r _1 (/ii) (5.2.38) 

pour tout ho, h\ G H. Cela montre que le nombre de points dans 7r _1 (/i) est 
indépendant de h E H. Montrons que ce nombre est égal à 1, en utilisant la 
fonction h(x) = 1. L'équation 

-Au + e u = A (5.2.39) 

possède la solution évidente u(x) = log A. Montrons que c'est la seule solu- 
tion. 

Soit donc u une solution de l'équation (5.2.39) et soit Xq un point où u atteint 
son maximum. En ce point, on a la relation : 

< -Au(xo) = A-e u(xo) . (5.2.40) 
On a donc < A et donc : 

e u{x) < A, (5.2.41) 
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pour tout x G f2. Par ailleurs l'équation (5.2.39) implique : 

(A - e u ) = (5.2.42) 

n 

et ceci n'est possible que si e u ^ = A. CQFD 



Dans la section suivante on va ramener l'équation A + = à l'équa- 
tion de Kazdan- Warner. 

5.2.2 Résolution de A + = et conséquences 

Dans cette section on trouve toutes les sections qui minimisent la fonction- 
nelle A + . Il existe un étude similaire dans [A12] pour un problème rectangu- 
laire. 

Rappelons le théorème 3.5.1 : si (0,7?) G A alors 

F x ^((f), ~ct) = À7r-7r 2 + A + (0, -et). (5.2.43) 
L'expression de A + est 



(0,7?)= /i| J D + 0| 2 + i|27T + rot7?-(A-|0| 2 )| 2 , (5.2.44) 



ou 



D + (f) = 2L+0 + (a y - ia x )<p = |^ + i^- + Ay<f> - iA x <p. (5.2.45) 

ox ay 

Dans le théorème suivant, 0o est l'état fondamental de l'opérateur de 
Schrôdinger magnétique H défini à la section 3.1. La fonction 0o appartient 
aussi au noyau de l'opérateur L + (cf le lemme 3.1.2). On note z le zéro de 
0o dans f2 qui est unique par la proposition 3.1.6. 

Définition 5.2.5 . Si h = h x + ih y G C, on définit : 

^{x, y) = e ln{h y x - h * y) Mz ~ h). (5.2.46) 

Proposition 5.2.6 . On a les propriétés suivantes : 

<j) h G C°°(£i) 
<f) h (z + h) = 

(f>h\{0}) = zo + h + £, (5.2.47) 

4>h=0 = 00 

k L+(<f>h) = vh<f) h 
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Par ailleurs si v = ri\r + n 2 (u> + iu) G C alors il existe un complexe D de 
module 1 tel que 

(j) h+v (z) = De 2i ^ [n2u]x - [nir+n2w]y) (f)h(z), (5.2.48) 
la fonction e ^([n2u]x-[n 1 r+n 2 w}y) éfant C-périodique. 

Preuve. Montrons tout d'abord que (f>h est bien une section de E\ ; on a : 

<f> h (z + r) = e i7T{h y {x+r) - h * y) Mz + r-h) 

= e^^-^e^Mz - h) 
<p h (z + w + iu) = e l ^ h y {x+w) ~ h ^ v+u)) <p (z + w + iu - h) 

— e ^{h v w-h x u) e m{h v x-h x y) e m[w{y-h y )-u{x-h x )]^^ z _ ^ 
= ^{h y x-h x y)^[wy-ux\^ z _ 

= e iw[wy - ux] (f) h (z). 

(5.2.49) 

L'ensemble des zéros de O est z + C par la proposition 3.1.6. Puisque l'expo- 
nentielle ne s'annule pas, l'ensemble des zéros de (f>h est exactement z + h + C 
(c'est pour cela que (ph a été construit). 
La section O vérifie l'équation 

L+(<f>o)(z) = ^(z) + ^zMz) = 0- (5-2.50) 
Par conséquent, on obtient 

= + jHh x )c!> h + e ^ x - h ^(z - h) + \z<$> h 

= ^hcf> h + e^-^^iz - h)Mz ~h) + \z4> h 

= -^h(f) h + —(z - h)(f) h + -z(f) h 

= ^Wh + 2 h( Ph 
= nh(f) h . 

(5.2.51) 
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On calcule en utilisant les relations précédentes 



i-K([h y +ri2u]x— [h x +n\r+n2w\y) 



<Pq(z -h-v) 



^{h y x-yh x )^{[n2u]x-[n l r+n 2 w]y)^ z _ h _ ^ _ n ^ w + ^) 
^iix(h y x-yh x ) ^iir([n2U\x-[n 1 r+n2w\y) 



J -iiTn 1 r(y-hy )-i-rm2 {w(x—h x )—u(y—h y )] 



> (z - h) 



2iir([n2u]x—[nir+n2w]y) iirnirhy —inn2 [— wh x +uh v ] 



jj e 2m([n2u]x-[mr+n2w]y) ^(z) 



<t>h{z) 



avec D = ^-' Kn ^ rh v^ im, A^' wh ^ uh v\ 
Théorème 5.2.7 . On suppose A > 2n. 

Les solutions dans A de l'équation A + (<f>, Ht) = sont de la forme 

(fi = <f) e tc e f 



(5.2.52) 
CQFD 



(5.2.53) 



(5.2.54) 



On spécifie ici les notations, les équations à résoudre et la régu- 



-ct = (ÊL -Ël) 

^ cty ' dx' 

où f est la solution régulière de l'équation 

= -Af - (A - 2tt) + |0 o | 2 e 2/ 

etceR . 

Preuve. 
1 er e étape 
larité. 

Soit (<fi, Ht) un couple vérifiant A + ((fi, Ht) = 0. 

Résoudre l'équation A + = équivaut compte tenu de (5.2.44) à résoudre le 
système d'équation 

27r + +rot°V = A-|0| 2 . (5 - 2 - 55) 
\n — n 2 + A + (cj),Ht), le couple ((fi, Ht) minimise la 

est C°°. 



Puisque F x 



V2 



fonctionnelle ^a,^=- P ar ^ e théorème 3.3.10, le couple ((fi, a 
Par le théorème 2.3.7, la section (fi admet un zéro que l'on écrit sous la forme 
z h = h + z . 

La fonction <fi définie sur C s'annule donc au moins sur l'ensemble Zh+C tandis 
que la fonction (fih s'annule exactement sur l'ensemble Zh + £ (cf (5.2.47)). 
2 eme étape : On réécrit les équations avec (fih- 
On pose 

/=-£"■ (5-2.56) 

<fih 
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La fonction / est défini sur M?\{zh+£}. Puisque 0, <ph G C°°(E 1 ) ) le quotient 
/ est une fonction ^-périodique. L'équation D + (<f>) = se réécrit : 



= 2L + (f<p h ) + (oy - ia x )f(f) h 

= 2[%L<j> h + nhf<j> h ] + (ay-ia x )f<i> h (5.2.57) 
= [2[% + «hf] + (a y -ia x )f]<f> h , 



cette équation étant vérifiée sur R 2 \{z/i + £}. 

Puisque (fth ne s'annule pas sur R 2 \{zfc + £} qui est l'ensemble de définition 
de /, on peut simplifier l'équation sur cet ensemble : 

df 

= 2[-^ + Trhf] + (a y -ia x )f. (5.2.58) 

On pose w = ^- a v- 2lvhx )+'^ ax ~ 2 ^ h v) . j a fonction w est C°°, ^-périodique et est 
définie sur M 2 . 
On a alors 

g = -fn(h x + ih y )-^àf 

_ j j (-a y -2Trh x )+i(a x -2iThy) j (5.2.59) 

3 eme étape : On éienc? /a fonction / àl 2 . 

Par le lemme du d" (qui concerne la résolution des équations §§ = / voir le 
texte [Do], p. 46), il existe une fonction k G C°°(M 2 ) telle que : 

dk 

w = -. (5.2.60) 

On pose g = fe~ k et on a 



dg _ dfe 



df p -k _ dk p -kf 

9z e , fe e / (5.2.61) 
wfe -we 



0. 



Par conséquent, la fonction g est analytique sur R 2 privé de Zh + C 
Si m e 4 + £ alors <f>(m) = et puisque est C°°, on a <fi = 0(z — m). La 
fonction 4>h s'annule en m, mais c'est un zéro simple (cf 3.1.6) par conséquent 
(j^ 1 = 0(\z — m| _1 ) et on a / = 0(1) au voisinage de m donc g = 0(1). 
Par un résultat classique sur les développements en série de Laurent, on 
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conclut que g se prolonge en une fonction analytique en m. On peut donc 
prolonger g en une fonction analytique sur C. 
Puisque / = ge k , la fonction / s'étend à M. 2 . 
4 eme étape : On montre que g ne s'annule pas. 

La fonction g est entière, elle possède donc des zéros discrets. Il existe zi tel 
que le parallélogramme, dont les sommets sont : 

zi, zi + r, zi + r + (w + iu) et z\ + (w + iu), (5.2.62) 

ne rencontre aucun zéro de g. 

Le parallélogramme est appellé dV ; l'intérieur du parallélogramme est ap- 
pellé V . 

Le nombre n de zéros à l'intérieur du parallélogramme V est égal à : 

n = JL f M^dz 

lb 2ni J&P g(z) UZ 

- 2m JdP f(z) az (5.2.63) 
1 1 r _dkj v y 

^ 2m J&P dz aZ 

= JL f 

L'intégrale de y sur j e bord <9P est nulle car / est une fonction £- 
périodique. 

Maintenant, si eu est une 1-forme différentielle, alors : 

/ u= du. (5.2.64) 

J&P JV 

Par conséquent, on obtient : 

If dk , 

n = / — — 

27ri dz 

= èni d{J TTz dz) 
1 /" d dk , 
^7 / -«=«r^Acfe (5.2.65) 



27tï /-p <9z dz 

1 f dw . 
/ — — — dz A dz. 

2-ïïi J v az 



1 f d dk ,_ , 

= ^T - / ~TTT^ dz Adz 
2m J v az az 
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La fonction w est une fonction ^-périodique ; par conséquent la fonction ^ 
est une fonction ^-périodique d'intégrale nulle sur V . La précédente intégrale 
est donc nulle. 

On a donc n = et la fonction g ne s'annule pas sur R 2 . 
5 eme étape : On obtient l'écriture = 4>h 2 eV2 avec v 2 jonction C-périodique. 
Puisque / = ge k , la fonction / ne s'annule pas sur M?. Puisque M? est sim- 
plement connexe, il existe une fonction C°° à valeur complexe u telle que : 

f = e\ 

La fonction u a priori n'est pas périodique sur M 2 ; cependant la fonction / 
est périodique et C°° ; on a donc : 



e u(x+w,y+u)~u(x,y) _ j 

Par conséquent, il existe deux entiers relatifs ri\ et n 2 tels que : 

u(x + r,y) = u(x, y) + 2mni 
u(x + w,y + u) = u(x, y) + 2irin 2 . 



(5.2.66) 



(5.2.67) 



La fonction 

v(z) = u(z) — 2ni[riiux + (n 2 r — n 1 w)y\ (5.2.68) 
est /^-périodique. On a donc : 



<j>(z) = f(z)Mz) 

— e v(z)+2iri[niux+(n2r-niw)y] ^(£\ 

— e v(z) ^1-Ki[mux- (niw-n 2 r)y] (j) h ( z \ 



(5.2.69) 



D 6 ^ ^ (ph— n2r+m(w+iu) 

avec \D\ = 1. Il existe donc d G C tel que D = e d ; on a donc : 

0(z) = e vi - z) - d <p h - n2r+ni{w+tu) (z) (5.2.70) 

On pose : h 2 = h — n 2 r + n\{w + iu) et v 2 — v — d, et on réécrit sous la 
forme : 

0W = e^ (2) 0h 2 W (5.2.71) 
où v 2 est une fonction C°° , ^-périodique. 

geme £^ a p e . Q n u tm se l'expression précédente pour et on obtient la réécri- 
ture suivante des équations (5.2.55) : 

dv 2 (-ay-TTh2, x )+i(a x -nh2 } y) 

% = 27r-À + fW 2 | 2 e 2Rc ^ + rot -et. 
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On a les relations 



du du 

~dx + i ~dy = ~ nh2 ^ + ^ ax ~ nh2 ^- (5.2.73) 



On sépare la partie imaginaire et la partie réelle dans l'équation précédente : 

dlm v 2 _|_ dRc v 2 _ _ fl _ ^ 

dy dx V 2,x /_ „ „ ,\ 
dlmv 2 , dRev 2 _ n i (O.Z.^J 
5T! 1 — «rr — VlAlo „, 



qui nous donne l'expression du potentiel vecteur : 

a y = -nh 2 , x -^ + ^ 

7 eme étape : On précise la forme de v 2 . 

Par hypothèse (0, Ht) G A et donc div Ht — ; calculons cette divergence 
avec l'expression précédente : 

= div Ht 

_ da x _i_ da y 
dx dy 

R dRc v 2 . aim v 2 r. dRc v 2 91 m v 2 

_ d ^y-+^r- , d ëi—+^y- (5.2.76) 

dx ^ dy V ' 

d 2 Rc v 2 _ d 2 Rc v 2 , d 2 Im , d 2 Im « 2 
dxdy dydx dx 2 dy 2 

= A Im t) 2 . 

Puisque le noyau de A est constitué des fonctions constantes, la partie imag- 
inaire de v 2 est constante égale à c. On pose : 

i> = Re v 2 (5.2.77) 

et on a donc v 2 = ip + ic. 

geme g^ape . Q n m0 ntre q Ue s'annule en z . 
Les équations (5.2.75) se réduisent donc à : 



71 n Vu ' dy 



Puisque le couple (0, Ht) appartient à A, l'intégrale du potentiel vecteur 
Ht sur fl est nulle. Puisque ip est une fonction C°°, ^-périodique sur R 2 , 
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l'intégrale sur Q des fonctions §^ et |^ est aussi nulle. 

Cela ne peut se faire que si (h 2iX ,h2 !y ) = (0,0). On a donc <ph 2 — 4>o et 

Zh 2 — z o- 

geme g^ape . Q n précise la forme de ip. 
Exprimons rot ~ct avec la formule (5.2.78) : 

d a y da x 



rot a — „ 

ax ay 

_d 2 ip _ d 2 ip 
dx 2 dy 2 



(5.2.79) 



= -Aip. 

La fonction ip est alors solution de l'équation 

= 2tt - A + l^olV^ - A i). (5.2.80) 

La fonction rj = 2ip est alors solution de l'équation 

O = 2(2tt-A) + 2|0o|V'- A 77. (5.2.81) 

On sait par le théorème 5.2.1 que l'équation (5.2.81) possède une unique 
solution. L'équation (5.2.80) possède donc aussi une unique solution que 
l'on note f s . 

On donc bien les solutions annoncées. CQFD 
Pour la suite, on note 

u s v dy ' dy'i 

où f s est l'unique solution de 

A - 27r = l^ope 2 ^ - Aip. (5.2.83) 

Corollaire 5.2.8 . La fonction m p(X, = inf,^ -rf\ eA F\^{(f>, ~ct) est égale 
à : 

'f SÎ \- 2 l o (5-2.84) 
\n - n 2 si A > 2tx. v ' 

Preuve. Le théorème 3.5.3 nous dit précisément que m F (\, k) = ^ si A < 2ir. 
La formule (5.2.43) nous indique que rnp(A, k) > \n — n 2 car A + > 0. 
Si A > 27T, le théorème 5.2.7 nous indique que : 

F\, k (<i>8, âl) = Avr - 7T 2 + A + ((j) s , âï) = Att - 7t 2 . (5.2.85) 

Donc si A > 27r, alors m F {\, k) = \n — n 2 . CQFD 
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Proposition 5.2.9 . Sik — il existe e > tel que, pour A E]2n, 27r+e ], 
le couple bifurqué (0+,7? + ) soit de la forme (5.2.53). 

Preuve. Il nous suffit de démontrer que le couple 

(5-2.86) 

où ip est la solution régulière de l'équation 

à-2tt = \(po\ 2 e^ - (5.2.87) 

possède une norme if 1 qui tend vers quand À tend vers 2ir. 
En effet le théorème 4.1.10 nous dit que toutes les solutions non triviales 
dans un voisinage de (0, 0) dans A des équations (3.3.21) sont pour A > 2n 
proche de 2n des solutions bifurquées. 

Le théorème 5.2.1 nous indique que la solution ip de l'équation (5.2.87) est 

C°° car |0 O | 2 G C°°(R 2 /£, R) et C°°(M 2 /£, R) = n n > H n (R 2 /£, R). 
On pose tp = \u + ln ( A ~ 27r ) ; j a fonction m est C°° et vérifie l'équation 

-Aîi + 2(A - 27r)|0 o | 2 e u = 2(A - 2tt). (5.2.88) 

La fonction u est donc solution de l'équation (5.2.1) avec A = 2(À — 2n) et 

/i = 2(À-27r)|0o| 2 . 

La proposition 5.2.3 nous indique que 

\\u\\ L °° < 4>A(t,B) (5.2.89) 

avec t — \\h\\zj2, B — f n h et 4>a est défini à l'équation (5.2.13). 
Dans notre cas, cela donne 

t = 2(A-27r)|||0 o | 2 || L 2 = 2(A-27r)v / T 
B = 2(A-2tt) 

<f) A {t,B) = 4co(A-27r)+4c (A-27r)v / î : exp[8co(A-27r)v / T] 
= 0(A-2tt). 

(5.2.90) 

La constante / est définie à l'équation (4.1.49) et on utilise que O est par 
définition un vecteur unitaire. 

L'expression (pA tend vers quand A tend vers 2n, il en est donc de même 
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de y^H^oo. 

La fonction u étant C°° on peut intégrer librement et on obtient 

f n \-Auf = 4(A-27t) 2 ^[1-|0 o |V] 2 

= 2(A — 2tt) 2 [1 + e 20(||«|| i oo)j (5 2.91) 

= (A-2tt) 2 0(1). 

On en conclut que ||Au||i2 = 0(A — 2tc). Vu que l'on a aussi un contrôle sur 
la norme L°°, on obtient facilement 

\\u\\ H 2 = 0(A - 2?r) (5.2.92) 

La définition (5.2.82) nous permet de dire que 

1 du 1 du 

= ll( 2^'~2^ )bl = ° (A_27r) (5 - 2 - 93) 

On a donc le contrôle sur le potentiel vecteur. 
L'expression de (cf (5.2.82)) est 

0o VA - 2vret (5.2.94) 



et sa norme H 1 est trivialement estimée par 0(V A — 2n). CQFD 

Lemme 5.2.10 . Supposons k > ; si le couple (<f>,~ct) minimise la fonc- 
tionnelle F\k, alors : 



rot ~É\ 2 < 2(Avr-27r 2 ). (5.2.95) 



Preuve. 
l ere étape : 

Montrons le résultat pour k = -j=. Dans ce cas, le couple minimisant (0, Ht) 
est de la forme (e ÎC s , a$) avec c G I. Le potentiel vecteur est donc forcément 
égal à ô^. 

Si on intègre sur Q l'équation (5.2.83), on obtient : 



|0 s | 2 = A-2tt. (5.2.96) 

L'équation (5.2.83) nous donne également : 

|0 S | 4 = (A - 2tt) 2 + 2(A - 2tt)A f s + | A f s \ 2 . (5.2.97) 
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Par conséquent, on a la relation : 

I |0 s | 4 = (A-2tt) 2 + I |A/ S | 2 . (5.2.98) 
Jn Jn 

Or on sait par (5.2.79) que : rot âl = —A f s ; par conséquent, on a la relation : 

j Q (X - \<P S \ 2 ) 2 = A 2 -2A/J0 S | 2 + /J<^ 

= A 2 -2A(A-27r) + (A-27r) 2 + / n |A/ s | 2 

= (A-(A-27r)) 2 + /JA/ s | 2 " (5.2.99) 

= (2vr) 2 + /JA /s | 2 

= (27r) 2 + /Jrotô:| 2 . 

L'état (<f> s ,cït) défini au théorème 5.2.7 vérifie : 



/ ||^0 s +(^o+ôl)0s|| 2 +7(A-|0 s | 2 ) 2 +i / |rot ôl| 2 = Att-tt 2 . (5.2. 
Jn 4 4 Jn 



100) 



Par conséquent, on a l'inégalité : 



2 

qui implique l'inégalité : 



n 2 + - I |rot âlV < Avr-vr^, (5.2.101) 



n 



/ |rot âl\ 2 < 2[Att -2tt 2 ]. (5.2.102) 

2 eme étape : 

Il suffit d'appliquer la proposition 3.4.10 pour obtenir le résultat voulu. 
CQFD 

Si k > la formule (5.2.43) nous donne des résultats moins précis 
mais qui permettront néanmoins de décrire la structure qualitative du 
diagramme des phases. 

Théorème 5.2.11 . On suppose k > -^=. 

La fonction tof(A, k) = inf^ F\,k{(t>-> ~°^) vérifie 

m F (\, k) — ^ si A < 2ir 

Xn -n 2 <m F (\,k) < tt 2 + (Att - 2tt 2 )(à; 2 + ±) A > 2tt. 

(5.2.103) 
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Preuve. L'égalité m F (X, k) = ^ si À < 2tc provient du théorème 3.5.3. 
La fonctionnelle F\ t k vérifie l'inégalité : 

FxM'ët) = A7r-7r 2 + A + (0,7?) + ±(P-±) /Jrot 7?| 2 

> A7T-7r 2 + i(A; 2 -i)/ n |rot 7?| 2 (5.2.104) 

> Xrr-n 2 . 

On en déduit l'inégalité : Xn — n 2 < m^A, k). 

L'égalité (5.2.104), combinée avec le lemme 5.2.10, nous donne : 



Fx, k (<f>3,âi) = Att - 7T 2 + \{k 2 - \) f n | rot â* 8 

< A7r-7r 2 + (A; 2 -i)(A7r-27r 2 ) 

< 7r 2 + (A7r _ 27r 2 )[1 + (A; 2_I )] 

< ^2 + (A7r _ 27r 2 )(A .2 + iy 



(5.2.105) 



Et donc on a l'inégalité : m F (X, k) < vr 2 + (Att - 2tt 2 )(à; 2 + \). CQFD 

La formule suivante va nous permettre d'écrire les développements 
asymptotiques de l'énergie pour k > 

Théorème 5.2.12 . On a la relation suivante entre K et I : 

I-AK = l (5.2.106) 

où K et I sont les constantes définies aux équations (4-1-49) et (4-1-50). 

Preuve. Au corollaire 5.2.8, on a calculé explicitement m F (X, pour tout 
A. On a obtenu : 

Par la proposition 5.2.9 les états du théorème 5.2.7 sont des états bifurqués 
pour A proche de 2n. On peut donc utiliser le chapitre III. 
Ces résultats s'écrivent aussi en utilisant la variable e définie à l'équa- 
tion (4.1.9) et les fonction F s et F N défini à l'équation (4.2.3) 

fi 4 2 (5.2.108) 
F 5 (e,^) = e7r + 7r 2 . 1 1 



On obtient alors 



(F 8 -F N )(e,±) = -f. (5.2.109) 
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Mais on sait par le théorème 4.2.1 que 

(F s - F„)(e, 1 1 

SS = -4(7^ = "4(734]?)' < 5A110 > 

En égalisant, on obtient la relation : / — 4K = 1. CQFD 

Corollaire 5.2.13 . La condition I — -j^K > des théorèmes 4-1-10, 4-2-1 
et 4-3.1 est vérifiée, si k > 

Preuve. La fonction k — > J — p-if est une fonction croissante sur [^=, oo[ et 

prend la valeur 1 en ; par conséquent, elle est strictement positive sur cet 
intervalle de définition. CQFD 



5.3 Le diagramme des phases, l'état normal 

Dans cette section, on trouve les valeurs de (k, H ext ) pour lesquelles £ k H ext = 
|. Physiquement cela correspond à une énergie qui est atteinte par un état 
normal. On aura alors résolu le problème 2.4.14. 
On définit les ensembles : 

F k = {H ext tel que WH mt G ±m F (\, k) + \{H ext - H mt ) 2 > 
G k = {H ext tel que WH mt G ^m F (X, k) + \{H ext - H mt f > \}. 

(5.3.1) 

Par rapport à la définition 2.4.17, (k,H ext ) correspond à un état pur si et 
seulement si H ext G F k . (k, H ext ) correspond à un état normal si et seulement 
si H ext G Gk- 

Dans la section 4.4, on a montré que les couples vérifiant les équa- 
tions de Ginzburg-Landau sont de norme assez petite si k est assez grand. 
On montrera ici un résultat un peu différent pour les couples minimisants la 
fonctionnelle mais dans un domaine de valeur de k plus large. 
On peut aussi voir ce théorème comme une extension du théorème 3.5.3. 

Théorème 5.3.1 . Ve > ; 36 > tel que V(0, Ht) minimisant la fonction- 
nelle F\ } k avec À < 27r + 5 et k > — ô, on a : 

\\<f>\\m + \\-ct\\m<e- (5.3.2) 
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Preuve. 
l ere étape : 

On sait que -F\,fc(0, 0) = ^- ; donc, si (0, 7?) minimise alors F A)fc (0, "a 5 ') < 
A! 

4 - 

On sait par le théorème 3.3.10 que le couple (0,7?) est C°° et par le 
théorème 3.4.2 que |0| < V\. 
On a alors l'inégalité 

k 2 f À 2 

— / | rot 7?| 2 < F A , fe (0, 7?) < —, (5.3.3) 

qui nous donne : 

n rot 7?| 2 < ^. (5.3.4) 
On obtient donc dans notre cas : 



/ 

Jn 



Par conséquent, la norme H 1 de 7? est bornée par une constante ne dépendant 
que de S. 

2 eme étape : On majore la fonctionnelle A + . 
Par le théorème 3.5.1, on a la relation : 

Xn - n 2 + A + (0, 7?) + \{k 2 - 1) J | rot 7?| 2 < ^ (5.3.6) 

que l'on réécrit sous la forme : 

A + (0, 7?) + \{k 2 -\)f | rot 7? | 2 < (5.3.7) 

Puisque le couple (0, 7?) minimise .F\,fc, on a la majoration, si k > ^= — 5 : 

I(§-À; 2 )/Jrot7?| 2 < 1(1 - [-L _ / | rot 7?' 2 

5 (27T + 5) 2 ^-3-8) 



v^(l- v 7 ^) 2 ' 
On obtient donc la majoration : 



, ,i -M A-27T 2 5 27T + 5 2 , rnn ^ 

+ W ; " 4 ^(l-^) 2 
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3 eme étape : On majore le terme rot Ht + |0| 2 . 

Compte tenu de la définition de A + (cf (5.2.44)), on a trivialement 

Maintenant on développe la somme à l'intérieur de l'intégrale et on obtient 

^- x) j^ + jj^ +m <^^-. ( ,,n) 

Puisque le couple (0, Ht) minimise on a |0| < \f\. On en déduit, si 
A < 2vr + 5 : 

(à-2tt) / |0| 2 <5 / A<5(2tt + 5). (5.3.12) 
Jn Jn 

Les équations (5.3.12) et (5.3.11) nous donnent la majoration : 

L^ +m< -^^m +2i ^ +i) - (6 - 3 - 13) 

On pose : 

4 eme étape : Obtention du contrôle H 1 sur ~ct : 

Le couple (0, ~ct) est C°° donc on peut intégrer librement. 

/J0| 2 = / n rot7f + |0| 2 



< J/Jrot7?+|0| 2 | 2 (5.3.15) 



Par conséquent, on a un contrôle sur la norme L 2 de : 



12 



| rot 7?| 2 < || rot "ê?n L 2 



< (||rot7?+|0| 2 |U 2 + ||0||| 4 ) 2 



< (a/wi+vXm 7 ) 



\2 

\2 



(5.3.16) 
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5 eme étape : Obtention du contrôle H 1 sur (fi. 
L'inéquation (4.4.31) que l'on réécrit ci-dessous 

IKi^ + ^oMU* < \\^\\L4n^ + vn^\\UHi, + Mmh ( 5 - 3 - 17 ) 

est vraie pour notre couple ((fi, ~ct) puisqu'il est solution des équations 
(3.3.21). 

La norme L 2 de (fi est contrôlée par l'équation (5.3.15). La norme L 4 de Ht 
est contrôlée par l'équation (5.3.16) et le théorème (2.2.3). La norme L 4 de 
(fi est contrôlée par l'inégalité 



L4 < yï^vuh* ( 5 - 3 - 18 ) 

et l'équation (5.3.15). 

On a donc bien montré le résultat voulu ; il suffit de prendre ô assez petit. 
CQFD 

Le théorème suivant dit que si H ext est proche de k et si (H int , (fi, ~ct) 
minimise la fonctionnelle E\ H ^ t alors le champ H int est proche de k. 
On rappelle que À = jf^. 

Théorème 5.3.2 . Soit k > fixé. Alors pour tout e > 0, il existe rj > 

tel que, si H ext G [k — i],k] et k > k et H int est un champ vérifiant £kH ext = 
G^ Hext (H int ) alors \H int - k\ < e et A < 2n + e. 

Preuve. 
l ere étape : 

On écrit H ext = k — ô ; puisque H ext < k on a ô > 0. Soit H int un champ 
minimisant la fonction 



(5.3.19) 



H int ^ ^k,H ext (Hint) 

qui existe par le théorème 3.4.6. 

On a alors, puisque E^ Hext (H ext ,0,0) = |, l'inégalité : 

Gl He jH mt ) = ^m F (X, k) + l -{H mt - H ext f < ±. (5.3.20) 

Le théorème 3.4.13 et l'inégalité : H ext < k nous donnent : 

H int < k. (5.3.21) 
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On écrit maintenant H int = k — uj avec u > 0. 
L'inégalité H int < H ext nous donne u> > ô. 
2 eme étape : 

L'inégalité itif(X, k) > \n — tt 2 du théorème 5.2.11 implique : 

^[Att - tt 2 ] + X -{E mt - H ext f < l -. (5.3.22) 

Cela se simplifie en 

(À-2tt) 2 



\{H int — H ext ) 2 < 

1"' 2tt 



4A 2 , 



4A; 2 

L'inégalité (5.3.23) se réécrit 



< ia-y) 2 

1 ff . (5.3.23) 

< -(1 — ) puisque A = — - 

4 fc iîmt 



(c-5) 2 1 



2 * 4*^ (5 - 3 - 24) 
En prenant la racine carré et en utilisant le fait que ou — ô > on obtient 

uj-ô<-^uj (5.3.25) 

~ V2k K ' 

qui implique alors 

H-^<*. (5.3.26) 

3 eme étape : 

Par l'inégalité (5.3.26) on a 



ri i 

[ 2 3^ 



(5.3.27) 
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Donc on a l'inégalité : 

A 



2nk 



k — u 
2tt 



I (5.3.28) 

/.TV 



< 



< 



v 





2tt 



1 - 



4K Q 



Par conséquent, en prenant 77 assez petit, on a : À < 2n + e. CQFD 

Remarque 5.3.3 Cette localisation du problème n'a pas à notre connais- 
sance été effectuée par Chapman dans [Chap]. 

Le résultat suivant est énoncé dans Chapman ([Chap], p. 4.63) mais la dé- 
monstration reste formelle. 

Théorème 5.3.4 . (Bifurcation d'Abrikosov) Pour tout k > il existe u > 

tel que, si H ext G [k — u, k], alors le minimum £k,H ext es ^ atteint sur le couple 
bifurqué. On a, pour H ext < k, l'estimation : 

= \-( k - ^ 2 2 /(2fc2-l) + ° {k - Hext)2 (5 - 3 - 29) 
où le reste o{k — H ext ) 2 est une fonction analytique. 

Preuve. On écrit H ext — k — S, H int = k — u et on utilise les notations 
A = 27r + e et A = jf^ définies aux équations (4.1.9) et (2.4.14). 
Si H ext est suffisamment proche de k, la quantité A devient proche de 2n par 
le théorème 5.3.2 et le théorème 5.3.1 nous donne une localisation des couples 
minimisants la fonctionnelle EY „ . 

K,n ex t 

Par conséquent, si H ext est suffisamment proche de k alors les couples min- 

-tV 

au théorème 4.1.10. 
Le couple bifurqué (0+(e, k), ô+(e, k)) défini au théorème 4.1.10 vérifie : 

£k, Hext = ElH e jHint, <Me, k), 5?(c, k)) (5.3.30) 



imisants la fonctionnelle E^ Hext (H int , <p, ~ct) sont les couples bifurqués définis 
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pour un certain champ H int proche de k. 

La preuve du théorème 4.2.1 nous indique alors que : 



! , Os, 1 , „ rr \2 

n-int) ■ 



KH e J H int,<f> + ,â+) = -[F N (X) + e 2 ( A{i _ )+o(e 2 )] + -(H ext - 

(5.3.31) 

On simplifie cette expression en utilisant le théorème 5.3.2. On a : 



+ o(H int — k) 2 + \(H ext — H int y 

= \ + (i - ^(iâf^y) 

+ o(H int — k) + ij{H ext — H int y 



(5.3.32) 



4 k^4(I-^K)' 



+ o(uu 2 ) + ±(uu-5) 2 . 
La fonction Fs(e, k) est analytique par rapport à e donc Ë^ H (Hi nt , cf> + , ô+) 



est analytique par rapport à eu. On cherche le minimum £^ Hsxt . Par con- 
séquent, on dérive par rapport à ou : 

£ E k,H ext ( H int,<j>+,âl) = ff( 4(/ _"^)) f5 3 33) 

+ o( w ) + (w - S) { ' ' 1 

où o(a>) est une quantité qui est analytique par rapport à ou. 

On utilise la formule / — 4K = 1 du théorème 5.2.12. L'équation à résoudre 

est alors 

s = «[i + ê(îîJ=^55)] + «K«) (5 3 34 , 

r /(2fc 2 -i) i ' / n (5.3.34) 

Les quantités 2fc 2 — 1, / et k 2 I — 2K sont strictement positives par l'hypothèse 
k > le lemme 4.1.8 et l'hypothèse 4.1.9 (qui est vérifiée par le corollaire 
5.2.13). 

On peut appliquer le théorème des fonctions implicites (version analytique) 
et on obtient 
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le o(ô) étant analytique. 

On calcule l'énergie avec cette valeur 



£k,H ext ~ E k,H ext ( H int , 0+ , Ô+) 



4 + V /(2P-1) M 4fc 2 (/-JrA')' 2 l /(2/fc 2 -l) ; 1 ; 
1 4k'\I - &K]W -1 , . 1 

4 / 2 (2fc 2 -l) 2 ( 4/fc 2 (7- 
1 ... ... 1. 1 



4 + / 2 (2fc 2 -l) 2 < -4k 2 {I- + 2/ 2 (2fc 2 - l) 2 + 0< - S ' 




" 4 + ^ 2/ + 2A ' + 2' fW-l) 2 + °^> 
^ Ï-^27Ï2^T) + ^»' 

(5.3.36) 

On a bien l'estimation voulue sur l'énergie. CQFD 
Théorème 5.3.5 . Soit H c2 l'application : 



Sïk <T2 (5-3.37) 
sik>^ 

L'ensemble Gk est de la forme [H c2 (k), oo[ et pour tout H ext > H c2 (k) le 
minimum de la fonctionnelle E\ H (H int , <p, ~êf ) est atteint par l'état normal. 

Preuve. Le théorème 5.1.7 nous donne le résultat si k < -^=. 

Si k > et H ext G [k, +oo[, les théorèmes 5.1.4 et 5.1.3 nous indique que le 
minimum est atteint par l'état normal. 

Supposons par l'absurde que le minimum de la fonctionnelle E\ H ^ t en 
(k, Hext) soit atteint par l'état normal avec H ext < k alors, par le théorème 
de monotonie 5.1.4 on sait que, si H' ext G [H ext , k] le minimum de la fonction- 
nelle E\ H ^ t est atteint par l'état normal. 

Or le théorème 5.3.4 nous indique que le minimum de la fonctionnelle n'est 
pas atteint sur l'état normal si H' ext est assez proche de k ; c'est absurde. 
Donc Gk est de la forme indiquée. CQFD 
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(5.3.38) 



Théorème 5.3.6 . Soit k > fixé. Si H ext > H c2 (k) alors 

V# int >O,V(0,7?) eA-{(0,0)} 

El Hext {H int ,4>,-tf) > \. 

Autrement dit l'état supraconducteur normal est l'unique état d'équilibre de 
la fonctionnelle. 

Preuve. Soit H ext > H c2 {k) un champ magnétique. L'énergie de l'état normal 
est égale à \. 

On a donc, puisque H c2 (k) G Gt, l'inégalité : 



WH mt > 0, -^m F (\, k) + X -{H mt - H c2 {k)f > 1. 
En particulier, si H int = H c2 (k), cette inégalité implique : 



( 



H c2 (k) 
2nk 



)mA lûkY k) -l- 



Il faut démontrer que WH int > O,V(0, 7?) G A — {(0,0)}, l'inégalité 



\T r XM 



7?) + \{H ext — Hi n t) 2 > 7) 



1 int 



H, 



ext) 



est vérifiée. 

Si H int < H c2 (k), alors on a trivialement 

(H mt - H c2 (k)) 2 < (H, 

Par conséquent, l'inégalité (5.3.41) est démontrée pour H int < H c2 (k 
Supposons maintenant H int > H c2 (k). 

Si (4>, 7? ) G .4 — {(0,0)}, alors la contraposée du lemme 3.4.8 s'écrit 

J n \0(f) + (Â + 7f )0|| 2 + J n | rot 7f | 2 ^ 0. 
On a alors, par l'expression de D (cf (2.4.17)) et si H int > H c2 (k), 

D 2irk k ((j), a) < D 2irk 



H c2 (k) 



-JfcV 



En combinant les équations (5.3.44) et (5.3.40), on obtient la relation 



- < D 2 



a 



4 Hi'"" ' 

On a donc bien montré que l'état normal est le seul état minimisant 
tionnelle 

i* + x A i-> K. 

-■y 



J exc 



5.3.39) 

5.3.40) 
5.3.41) 

5.3.42) 



5.3.43) 
5.3.44) 



int i Yi 



5.3.45) 
la fonc- 

5.3.46) 
CQFD 
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5.4 Diagramme de phase, l'état supraconduc- 
teur pur 

Passons à l'étude plus complexe de l'ensemble F k . 

Théorème 5.4.1 . L'ensemble F k est de la forme ]0,H c i(k)] avec 

De plus la fonction H c i(k) est une fonction décroissante de k. 

Preuve. 
l ere étape : 

On sait par le théorème 5.1.7 que, si k < alors ]0, ^] = F k . On a donc 
le résultat dans ce cas. 
2 eme étape : 

On suppose k > Pour que le minimum de la fonctionnelle 

E k Hext (H int , 0, ~ct) soit atteint par l'état supraconducteur pur, il faut que : 

WH mt >0,Gl He jH mt )>^f. (5.4.2) 
En vertu du théorème 5.2.11, l'inégalité (5.4.2) est impliquée par l'inégalité : 

^(Avr - vr 2 ) + l -{H ext - H mt f > S*. (5.4.3) 
On utilise l'expression À = ; cette inégalité se réécrit en : 

(ff - (^f ) 2 ) + \{HL - 2H mt H ext ) > 0. (5.4.4) 
Cette dernière est elle même équivalente à : 

Hint[^ ~ H ext ] + Hl t [\ ~ ^] > 0. (5.4.5) 

Cette inégalité est vérifiée si H ext < ^ puisque on a toujours \ — > ; 
on a donc l'inclusion ]0, ^] C F k . 
3 eme étape : 
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Si H ext > -j=, alors l'énergie de l'état normal est strictement inférieure à 
l'énergie de l'état supraconducteur pur ; en effet : 



E N = \ < ?f- = E s . (5.4.6) 

Cela signifie qu'aucun point de l'intervalle ]^=,oo[ n'appartient à F k . Par 
conséquent F k c]0, -^=\. 
4 eme étape : 

On sait par le théorème 5.1.1 que, si H ext G F k alors pour tout H' ext < H extl 
on a H' ext G F k . Par conséquent, l'ensemble F k est un intervalle qui peut être 
de la forme ]0, H cl (k)[ ou ]0, H cl (k)} avec ^ > H cl (k) > ±. 
De par la définition de H cl (k) on a 

«-^W&U**»"» (5-4.7) 



1 771 ( ± -T7>\ I (Hjnt — Hext) 2 H 2 



ex I. 



aVeC U X,k,H mU ^ H ^ = Â^,fc(0, + ~2 7 — ■ 

L'ensemble F k est un fermé dans M* + comme intersection de fermés donc on 
&F k =]0,H cl (k)]. 

Si k' < k alors F k C (cf 5.1.1). On a alors trivialement H cl {k) < H c i(k'). 
CQFD 

On a un résultat plus précis : 

Proposition 5.4.2 . Si H ext < H c i(k), alors pour tout H int > 0, pour tout 
(0, Ut) G A. : 

^F A , fe (0, Ut) + X -{H ext - H mt f > ^2*. (5.4.8) 

Autrement dit l'état supraconducteur pur est l'unique état d'équilibre de la 
fonctionnelle. 

Preuve. On sait par le théorème 5.4.1 que : 
Pour tout H int > 0, pour tout (0, Ut) G A, on a : 

-F x ^UÎ) + -{H cl {k)-H int f>^L. (5.4.9) 

Cette inégalité est équivalente à 

^F A , fc (0, Ut) + ^[-2H int H cl (k) + HfJ > 0. (5.4.10) 
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Si H ext < H cl (k), alors : 

-H int (H ext - H cl (k)) > 0. (5.4.11) 
On a donc pour tout H int > 0, pour tout ((fi, Ht) G A : 

^F A , fc (0, 7?) + X -\-1E mt H ext + > 0. (5.4.12) 
Cette inégalité équivaut à : 

-^F x , k ((fi, Ht ) + ^(if^ - # mt ) 2 > ^f- (5-4.13) 

On a donc bien montré que l'état supraconducteur pur est le seul état qui 
minimise la fonctionnelle E^ Hext (H int , (fi, Ht). CQFD 

Théorème 5.4.3 . On a l'expression suivante pour le champ H c i{k) : 
H ci(k) = inf ( ^ )6A {à f a \0<fi + A + 

Preuve. Par les définitions (5.3.1), on a : 

H ext eF k & VH int , <fi, Ht, Fx ' k ^ ^ + \{H mt - H ext f > 

& VH int , (fi, Ht, D X:k ((fi, Ht) + \(H mt - H ext f > % 



& VH int , (fi, Ht, -^- t D X)k ((fi, Ht) + ^> H ext 
( VH int > oy((fi,Ht) eA 
{ M f L + ikU^ ( t> + A + ^)<fi\\ 2 

( +W~ t U 1 - l^l 2 ) 2 + W Sn I rot > 

(5.4.15) 

Or le minimum de la fonction 

+ f « at+f (5.4.16) 
est égal à 2\fab et est atteint pour t = yj~^. On obtient donc : 

H ext < mî^ )eA {^Jjtf(fi+ (1 + Ht)(f>\\ 2 
+ + wIn\^tHtnj Q (l-\(fim}. 

(5.4.17) 

On a donc l'égalité voulue, car F k =]0, H c i(k)]. CQFD 



Hext G F k 
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Théorème 5.4.4 . Le champ H cl (k) vérifie l'estimation asymptotique 
lorsque k — > oo 

H cl (k) = O(^). (5.4.18) 

Preuve. 
l ere étape : 

On sait par la proposition 3.1.6 que les zéros de 0o sont simples et que 
l'ensemble de ces zéros est de la forme zo + C On peut donc trouver un 
domaine fondamental Q! tel que Zq soit le seul zéro appartenant à l'intérieur 
de Q' et qu'il n'y ait pas d'autres zéros dans Q' . 

Soit ô > tel que les boules B{zq + 1, S) soient distinctes dans C avec l G C 
Soit la fonction / définie par 



f:C 



\<t>o\(z) 



si z i Ui eC B(z + l, |) (5.4.19) 



2\z-(zo+l)\ ]_ • R / , 5> 

s œ SI 2 G B[Zq + t, - 



La fonction /0 O est de module 1 en dehors de U; e /;i?(zo + ^ f), est de module 



2 I^~(|" + ')I dans la boule 5(zo + l, f). Elle est également de classe i?fo c . 
La fonction ne s'annule pas sur B(z , 5) ; par conséquent il existe une 
section 6 définie sur B(z ,ô) pour l'argument de cette fonction complexe 
puisque B(z ,S) est simplement connexe. La section 6 est C°°. 
Soit #i la fonction C°° définie sur B(z ,S) par 



6 l = e dans B(zq, f ) 

0i = dans B(z , 5) - B(z , f ) 



(5.4.20) 



Une telle fonction existe. On la prolonge à C en imposant que 6\ est C- 

périodique et que la fonction 9\ s'annule hors de Ui e cB(z + l, |). 

La fonction f(z)(J)o(z)é iei ^ zS> est donc de module 1 hors de Ui e cB(z + Z, |) et 

est égale à 2( - z ~ Z0 ^ dans B(z , |). 

On appelle cette fonction <//. Elle est de classe B] oc . 

Il existe ô > tel que, B(z + /, § ) n Q' = si l ^ et £(z , f ) C fi'. 

C'est cette fonction que l'on va modifier maintenant pour arriver à nos fins. 

Soit | > e > 0. On définit la fonction e par 



e :C 



0' si z^U leC B(z + 1,1) 
^ si z G B(z , e) [bA.ZL) 

ifEfi si z G B(zqi |) — B(zq : e). 
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cette fonction est continue et peut être considérée comme une section du fibré 
Ei, toute la question est d'estimer les quantités f Q \\i\<f> e + (A + 7?)0 e || 2 

<•• La- o,^f. 

2 eme étape : 

La fonction (f> e est de module inférieur à 1. On calcule sa norme H 1 . 

„ z . y 2 — ixy ix 2 — xy , , t . 

= (— — , —) (5.4.22) 

\ z \ (x 2 + y 2 )2 (x 2 + y 2 )z 

On obtient aussi : 

lB(z 4)-B(z Q ,e) IIWe|| 2 = ! B{z ,^)-B{z Q ,e) ^T^ dxd V 

5 

= J 2 \2nrdr 

= jf^ndr ( 5 - 4 - 23 ) 
= 27r[ln | - ln e] 
= O(-me). 

L'expression f n ,_ B ( ZQ ||V(/> e || 2 ne dépend pas de e et 



L(z ,e) HWell 2 = I B (zo,e)^ dxd y 

= Ivre 2 



2tt 

0(1). 



(5.4.24) 



On a donc l'estimée : 

fjtf<f> e + Jt <f> e \\ 2 = O(-lne). (5.4.25) 



Enfin, vu la définition de e , on obtient : 



/ (1-|0,| 2 ) 2 < / dxdy = 7T6 2 = 0(e 2 ). (5.4.26) 

On introduit le couple (0 e , 0) dans l'expression à l'intérieur de l'infimum de 
l'expression (5.4.14). On obtient la valeur : 

^^ + 0( e ). (5.4.27) 

Si on prend e = |, on obtient l'estimée : 

0(ln fc) 0(1) 

Jfe + (5.4.28) 
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On a donc trouvé une valeur pour l'expression entre accolade de l'infimum. 
Comme le champ H c i(k) est l'infimum sur les couples possibles, on en déduit 
l'estimée annoncée. CQFD 

Remarque 5.4.5 . La thèse de Sylvia Serfaty contient des estimées de ce 
type pour le cas de la fonctionnelle de Ginzburg-Landau sur un domaine du 
plan. 

A priori notre cadre (minimisation sur des fonctions périodiques) est plus 
simple et ces résultats doivent également être vrais. 

Dans [Se] elle montre l'existence de solution minimisant localement la fonc- 
tionnelle. Il est montré dans [SeSa] que cette solution minimisante est en fait 
un minimum global 

Proposition 5.4.6 . La fonction k kH c i(k) est croissante. La fonction 
H cl (k) est continue. 

Preuve. On sait que le champ H c i(k) a pour expression 

Hd(k) =mf ( , ;7f) ^{^:/J|^0+ao + ^ )0|| 2 
i + w/nM^HI/na-IW]}- 

La fonction k h- > \ est décroissante donc la fonction k \— > H cl {k) est décrois- 
sante. On a aussi 



kH cl (k) = inf^ )6A {è /„ ||^0 + A + 



(5.4.30) 



La croissance de k kH c i{k) est également claire. 
Si < k < k 1 on a H cl (k') G [±H cl (k), H cl (k)\ donc 

lim H cl (k') = H cl (k) (5.4.31) 

k'-*k,k'>k v ' 

de même si < k 1 < k on a H cl (k') G [H c i(k), jjH c i{k)] donc on a aussi une 
limite à gauche. La fonction k t— > H c i{k) est continue. CQFD 



5.5 Conclusion et références 

La première étude sur l'état d'Abrikosov a été faite par Abrikosov dans 
l'article [Ab]. Elle montrait à partir des équations de Ginzburg-Landau qu'il 
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existe un état intermédiaire entre la supraconductivité pure et l'état normal. 
Cette étude a été reprise par Lasher [La] et Odeh [Od2] qui décrivent la 
transition de phase vers l'état mixte. 

Dans les années 90, Bethuel, Hélein et Brézis ont analysé la limite k — > oo, 
sans champ magnétique dans [BBH], puis avec champ magnétique dans 
[BR]. 

L'article [DGP] est une étude de l'existence de solutions du problème 
variationnel sur le tore. 

L'étude de la bifurcation d'Abrikosov est faite dans [BGT]. Les articles [AU] 
et [Chap] étudient l'énergie des états bifurqués et leur stabilité. L'article 
[Tak] se consacre aux zéros des états bifurqués. L'article [EMQ] montre que 
l'on ne peut pas avoir de lignes de zéros dans le cas d'un ouvert simplement 
connexe. 

Le cas k = a été étudié dans [A12] où une condition nécessaire et 
suffisante pour l'existence de solution à N vortex est donnée. Les références 
[CY], [Ga], [Tau], [WY] sont consacrés entre autre à l'existence et l'unicité 
de couples minimisants. 

L'analyse asymptotique quand k tend vers l'infini du champ critique H c \ 
est faite dans [Se] et [SeSa] en dimension 2. La dimension 1 est traitée dans 
[BH1] et [BH2]. 

Les références [Ad], [Ho], [Tay] et [Br] sont des références relativement 
standards sur les espaces de Sobolev, les opérateurs pseudodifférentiels et 
l'analyse fonctionnelle qui nous ont été utiles dans notre travail. 
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